НИЯ 


т 
Е: 


ТИ 


ЕАН 


рее 


ниве 


п ыы. ее 


ОМУЕКЗИУ ОЕ НМ№0:$ А! 
СНЮАСО ` 
801 $0. МОВСАМ 
СНИСАбО, 11. 60607 


О9гед бу пе метет! Агсйме 
ш 2023 


И рз://агсИме.ого/Аа&{а!$ЛхуезНа-аКадетй-паик-зепа-таетайсезкаа_1942_6 


ИЗВЕСТИЯ 
АКАДЕМИИ НАУК СССР 


СЕРИЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 


Том 6 


ВОГОЕХ ОЕ ТРАСАРЕМЕ ОЕЗ 5СТЕМСЕК БЕ 105$ 


ЗЕВТЕ МАТНЕМАТТООЕ 


Тоше 6 


НЗДАТЕЛЬСТВО АКАДЕМИИ НАУК СССР 
Москва х 1942 


ВергииеЯ \йН Фе регий5$юп оЁ Ме2НаипагоЧпа)а Кира, Мозсо\ 


]ОНМ№5ОМ ВЕРЁЫМТ СОВРОВАТОМ 
111 ЕН Ауепие 
Ме\ми УогКк 3, Мех УогКк 


Тотзоп Вергий Сотрапу Гане 
Вегкееу Зацаге Ноч$е 
Гопдоп, У. 1 


Редакционная коллегия: 
акад. С. Н. Бернштейн, акад. И. М. Виноградов, 
акад. С. Л. Соболев, проф. Б. И. Сегал 


Е!ш5ё германия, 1963, |обпзоп Верги\ СогрогаНоп 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГЬЕТ!М РЕ ГАСАРЕМЕ РЕЗ 5СТЕКСЕЗ ОЕ 1:0855 


Серия математическа» 6 (1942), 3—32 Земе шаШеёта аие 


А. Н. КОЛМОГоРОВ 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЦЕНТРА РАССЕИВАНИЯ И МЕРЫ ТОЧНОСТИ 
ПО ОГРАНИЧЕННОМУ ЧИСЛУ НАБЛЮДЕНИЙ 


Настоящая статья обязана своим появлением двум обстоятельствам: 

1° Предполагая в нескольких дальнейших статьях опубликовать 
изложение своих точек зрения и исследований по вопросу теоретико- 
вероятностного обоспования математической статистики, автор считает 
целесообразным предпослать этим статьям детальный критический раз- 
бор существующих методов, проведенный на материале какой-либо 
достаточно простой классической задачи математической статистики. 
Для этого было вполне естественно остановиться на задаче оценки пара- 
метров Гауссовского закона распределения по данным п независимых 
наблюдений. 

2°К автору обратились с просьбой дать свое заключение по пово- 
ду разногласий, имеющихся среди артиллеристов, относительно приемов 
оценки меры точности по опытным данным (см., например, [16], [111, [1?]). 
В связи с рассмогрением этих разногласий автору стала ясной жела- 
тельность познакомить артиллеристов с результатами З{а4еп’а и Фишера, 
относящимися к малым выборкам. Этими запросами и определился 
окончательно конкретный материал настоящей статьи. 

Из сказанного ясно, что статья претендует по преимуществу лишь 
на методологический интерес. Новыми с фактической стороны автору 
представляются в ней определение исчерпывающей статистики и исчер- 
пывающей системы статистик в $2 и уточнения остаточных членов 
в предельных теоремах в $ &. 

Необходимость критического сопоставления различных подходов 
к разбираемым задачам привела неизбежно к тому, что статья получи- 
лась довольно объемистой по сравнению с элементарностью разбираемых 
в ней вопросов. 


Введение 


Допустим, что случайные величины 
С. НЕНЕ 
независимы и подчинены каждая Гауссовскому закону распределения 
с общим им всем центром рассеивания а и мерой точности 1. Как из- 
вестно, в этом случае п-мерный закон распределения величин 2; опре- 
деляется следующей плотностью вероятности: 


ет. жа, В) = ехр(—1*5), (0 


п? 
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тде 
п 


5° = х (х,—а)*. (2) 


#=1 
Иногда, вместо формулы (1), удобно пользоваться равносильной ей 


формулой 


ож... [а, В) = ехр[-— #151 — пй* (2 —а)*], (3) 
=? 
где положено 
&= № %,, (4) 
1=1 
я к— 
У Е), (5) 


Во всех курсах теории вероятностей для артиллеристов рассматри- 


ваются следующие три задачи: 
1. Предполагая й известным, оценить приближенно по наблюденным 


значениям 2,,2,,...,Х„ величину а. 
П. Предполагая а известным, оценить приближенно по наблюден- 
ным значениям 1,,1,,..., т, величину Й. 
Ш. Определить приближенно по результатам наблюдений 2,,2,,..., 7, 


обе величины а ий. 

Практически дело идет при этом о следующем: 

а) Требуется указать такие функции а и # от известных в данной 
задаче величин (т.е. от 2,,2,, ..., 2, и й впервой задаче, от 2,,х,, ..., ть 
и а во второй задаче и только от х,,1,,..., т, в третьей задаче), 
которые наиболее рационально было бы принять за приближенные 
значения оцениваемых величин. 

Ь) Требуется оценить среднюю точность, достигаемую при пользо- 


вании приближенными а и й. 

с) Иногда требуется, кроме того, указать такие функции а’, а", 
й’и Й” от известных в данной задаче величин, чтобы, без опасности 
слишком часто приходить к ошибочным выводам, можно было утвер- 
ждать, что 


и, соответственно, 
А: 
При последней постановке вопроса 4’ и а” называются дове ри- 
тельными границами для величины а, а #й’ и й" — доверитель- 
ными границами для величины й. 


$ 1. Классический метод 


Классический метод решения поставленных згдач опирается на 
допущение, что до наблюдения значений х,, х,,..., т, подлежащие оценке 
величины (а— в первой задаче, А — во второй задаче иа и # — в третьей 
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задаче) подчинены некоторому «априорному» закону распределения 
вероятностей. Предполагая этот априорный закон распределения извест- 
ным, можно вычислить условный («апостериорный») закон распределения 
оцениваемых величин при условии, что результаты наблюдения х,, 
7.,....2„ известны. Для простоты мы ограничимся случаем, когда 
априорные законы распределения непрерывны и заданы соответствую- 
щими плотностями вероятности. 

В первой задаче, применяя теорему Байеса, получим такое выра- 
жение условной плотности вероятности для величины а при заданных 
значениях х,, 1,,..., 2: 


фа (а|1,,х,,..., Т) = 9 в › (6) 


> 
\ ехр [-— 7й? (а — г)?] в, (а) аа 


где ф, (а) — безусловная (априорная) плотность вероятности для вели- 
чины 4 до наблюдений. 
Во второй и третьей задаче соответствующие формулы таковы: 


р" — 12552) ф, (# 
Ф: (№! 2, 2, ..., 2) = «хр 2) ) (7) 


\ №7 ехр (— №253) о, (№) аъ 


у 


№” ехр [— #254 — п/? (а — 2)] в. (а, й) 
Фь (а, В |2, т, 2) = ать 1% ‚ ®) 
\ \ №” ехр [-— 72.92 — пй2 (а — 22] в (а, В) ав да 
Я 


где ф,(#) и 5, (а, #) — соответствующие безусловные плотности вероят- 
ности. 

Формулы (6)— (8) непригодны для непосредственного практического 
применения не только в силу их сложности, но, главным образом, 
из-за того, что входящие в эти формулы априорные плотности вероятностей 
нам обычно неизвестны. 

Следует, кроме того, ясно представлять себе, что само допущение 
о существовании какого-либо определенного априорного распре- 
деления вероятностей для величин а и й может быть оправдано только 
в применении к тем или иным отдельным, достаточно ограниченным 
классам случаев. Например, вполне осмысленно говорить о распределе- 
нии вероятностей для меры точности при ‘стрельбе из винтовки в таких-то 
определенных условиях для стрелка, вызванного наудачу* из данного 
полка *; но бессмысленно было бы говорить об априорном распределении 
вероятностей для меры точности при стрельбе вообще (в любых усло- 
виях и из любого оружия прошлых и будущих времен). 


1 Т. е. с одинаковой вероятностью быть вызванным для каждого стрелка. 

2? Каково будет это распределение, зависит от многих обстоятельств. Например, 
если полк состоит из стрелков двух различных призывов, то распределение может 
оказаться двухвершинным и т. д. 
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$ 2. Исчерпывающие статистики и системы статистик 


В этом параграфе мы примем, что априорные плотности вероятности 
ф, (а), ©, (№) и Ф.(а,й) существуют. Из этого чистого допущения о суще- 
ствовании априорных плотностей вероятности нельзя получить дракти- 
чески полезных оценок величин а ий, но можно извлечь некоторые 
достаточно поучительные следствия общего характера. 

В случае первой задачи формула (6) показывает, что условная 
плотность вероятности $, (а|х,, т,, ..., Х,) полностью определяется апри- 
орной плотностью ©, (а), мерой точности й, которая здесь предполагается 
заданной заранее, и средним значением х наблюденных значений 
т, т, ...,2,. Следовательно, каково бы ни было априорное распре- 
деление вероятностей величины а, в случае известной меры точности 
й все то новое, что вносят в оценку величины а результаты наблю- 
дения 2,,%1,,...,1,, заключено в одной единственной величине 
т. Говорят поэтому, что в условиях первой задачи 1 является исче р- 
пывающей статистикой для величины а. 

Общее определение* исчерпывающей статистики (за Маслепе 3113 1с 
по-английски) может быть сформулировано так: 

Пусть наблюдаемые величины х,, х,, ..., 2, имеют закон распреде- 


ления вероятностей, зависящий от параметров 9,,0,, ...,0,, значения 
которых нам неизвестны. Любую функцию 
Х (х,, т, ...) ти) 


от наблюдаемых величин будем называть статистикой*. Статистика 
/ называется исчерпывающей для параметра 0;, если условное распре- 


деление вероятностей параметра 0; при известных х,,1,,...,%, пол- 
ностью определяется априорным распределением вероятностей парамет- 
ров 6,,0,,...,8, и значением статистики у. 


Формула (7) показывает, что во второй задаче 5 является исчерцы- 
вающей статистикой для меры точности Й. 


Определение исчерпывающей статистики обобщается следующим 
образом: система функций 


Хт (т,, Х., чи 7.) 
называется исчерпывающей системой статистик для си- 
стемы параметров 6,, 6,,...,6, (где А = $, т.е. система 6,,6,,...,6, 


образует, вообще говоря, лишь часть полной системы параметров 
0,, 0, ..., 0,), если условное К-мерное распределение вероятностей для 
параметров 0,, 9,,...,6, при известных х,,х,,...,2, полностью опре- 


® Понятие это введено в другой форме Фишером. См. по этому поводу [1], [?] и [3}. 

“ Статистика может зависеть от каких-либо параметров, значения которых 
предполагаются известными (например, от й в первой задаче, или от а во второй 
задаче). Существенно лишь, чтобы она ие зэвисела от параметров 0,, 6,, о 
предполагаемых в данной задаче неизвестными. 
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деляется априорным законом распределения параметров 6,,0,,...,9, 
и значениями статистик ),, У,, ..., Хм. 

Формула (8) показывает, что в третьей задаче величины ди 6, 
образуют исчерпывающую систему статистик для системы параметров 
аи. Для каждого из этих параметров в отдельности система (х, 5), 
очевидно, также является исчерпывающей °. 

Полученные выше результаты, следуя Фишеру, можно кратко резю- 
мировать так: вся информация‘, заключающаяся в результатах наблюде- 
ний х,, 1,,..., 4, относительно величин а и №, определяется в первой 
задаче значением величины т, во второй задаче величины 5, а в третьей 
задаче — двух величин 2 и 5,. 

В соответствии с этим следует считать, что поиски наиболее совер- 
шенных методов оценки величин а и # в принятых нами предположе- 
ниях можно ограничить кругом методов, использующих наблюдаемые 
значения Хх, 1,,...,Х, только в форме вычисления по ним значений 
дв первой задаче, 5 — во второй задаче и хи 5 — в третьей задаче. 

Например, можно не рассматривать оценку центра рассеивания а 
по медиане результатов наблюдений, или по среднему из крайних ре- 


зультатов наблюдений 
а— тах тт 


7 
Интерес подобных методов может заключаться только в их большей 
простоте ". 


5 Заметим, что одна величина х уже не является в третьей задаче исчерпы- 
ваюЮщей статистикой для параметра а. В самом деле, условная плотность вероят- 
ности для а при. заданных 2, 25,..., <„ выражается формулой 

+ со 
\ 1" ехр [— №251 — пй? (а — <)?] в. (а, В) ав 


ео. 
оо +0 
\ \ ”ежрЕ №52 — пй2 (а — 2] в, (а, В) аВ аа 


-ю 0 


ии. тм) 


Легко обнаружить, что © (а | х,, х.,...,=,) не определяется однозначно по $; (а, #) 
и 2, а зависит еще существенно от 5,. Можно было бы показать, что вообще среди 
непрерывных функций 7 (хи, х.,...,2,) не существует такой, которая была бы 
в условиях третьей задачи исчерпывающей статистикой для центра рассеивания а. 
То же самое относится в условиях третьей задачи и к мере точности №. 

Для простоты вычислений мы предположили, что априорные распределения 
вероятностей для а и й непрерывны и заданы при помощи плотности вероятностей. 
Однако все выводы относительно исчерпывающих статистик в первой и во второй 
задаче и исчерпывающей системы статистик в третьей задаче сохраняют свою силу 
и без этого ограничения. 

в В другом месте я предполагаю дать точное определение термина «инфор- 
мация», соответствующее принятому Фишером словоупотреблению. 

7 Все это в предположении Гауссовского закона распределения для величин х,, 
которое мы приняли с самого начала. Если отказаться от этого допущения, то поло- 
жение вещей изменится. 

Чтобы пояснить это обстоятельство, рассмотрим следующий пример. Будем 
считать случайные величины 21, г.,..., ж„ независимыми и имеющими каждая рав- 
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В частности, при поисках наиболее рационального вида функций 
ай а’, а”, "ий" (см. о них введение к этой статье) естественно 
ограничиться в первой задаче функциями а, а’и а", зависящими 
только от хи й, во второй задаче — функциями й, №’ ий”, зависящими 
только от 5 иа, в третьей задаче — функциями а, 1, а’ а”, № ий", 


зависящими только от хи 5,. 

Вывод этот, вполне соответствующий общепринятому мнению практи- 
ков, в частности, артиллеристов, можно было бы обосновать и другими 
способами, совсем не зависящими от допущения о существовании априор- 
ных распределений вероятностей для а и 1. 


$ 3. Гипотеза постоянной априорной плотности 
вероятности и ее критика 


Во многих руководствах, предназначенных для артиллеристов, 
принимается, что в формулах (6) — (8) можно считать априорные плот- 
ности вероятности постоянными, т. е. положить 


ф, (а) = сопзё, ф, (1) = с0пз, ф, = (а, #) = сопз. 
Строго говоря, это допущение не только произвольно, но и заведомо 
ошибочно, так как оно противоречит вытекающим из основных прин- 
ципов теории вероятностей требованиям 


эс + сэ со + со 
‚ =1, =, ‚#)а =4. 
\? (а)4а=1 ) Ф, (В) ав ) ) о, (а, п) ара 


В некоторых случаях, однако, постоянство априорных плотностей 
вероятности может приближенно сохраняться в пределах достаточно 


А 


4 
номерное распределение вероятностей на отрезке («— 5’ а+5 р Тогда п-мерная 


нлотность вероятности для величин будет такова: 


а я 
(а д. на) = а, ‘воли Яша — 5 34 < ты Фо, 


; 1 1 
(ть т... о т|а)= 0, ебли 4 < 2ш— 5 ИЛИ @> ши фо: 
Обозначая через $(а) априорную плотность вероятности для а, получим, по 
зеореме Байеса, такое выражение условной плотности вероятности для а при изве- 


ОН он: 


1 
Твь + 2 1 ) 
Ф (а! ть, %,..., д) = Ф(а): \ $(а) 4а, если ша: — 2 <а<я + > 
Хшах— > 
1 1 
Ф (@| 21, 4,....2,)=0, если 4 < Хшах—5 ИЛИ а РАЕаИАяй Е" 


Очевидно, что здесь исчерпывающей для параметра а будет система двух ста- 
ТИСТИК шах И 2шш. В качестве приближенного значения для а в этом случае вполне 
еетественно принять величину 


Я Ттах + Яша. 


7 
Можно было бы показать, что разность а — 4 будет здесь, как правило, значительно 
меньше при больших пл, чем разность а—х. 
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большой области изменения аргументов а и #. В этих случаях можно 
надеяться, что формулы, получающиеся из (6) — (8) при замене функций 
$., Ф. и ф. постоянными, окажутся приближенно правильными. В $4 
мы увидим, что на такой результат можно рассчитывать при достаточно 
большом числе наблюдений п, а в случае первой задачи и при малом 
п, если среднее квадратическое отклонение 


1 
т (9) 


достаточно мало по сравнению са рг1ог1 допустимой областью изменения 
центра рассеивания а. 

Заменяя в формулах (6)—(8) функции ф,, $, и Ф, постоянными, 
получаем 


Ноа е Ул ехр [— п/* (а—2)*, (10) 

9 с й”ехр ( — 125), (11) 
г( . 

_2У* 51 длехр [— #151 ира). (42) 


фз (а, А |т,, т, 9. Жа)= 
у 


Для первой задачи формула (10) приводит к выводу, что условное 
распределение а при заданных 42,, 2,, ..., д, будет гауссовским с цент- 
ром рассеивания х и мерой точности ]/п1. Результат этот вполне 
удовлетворяет своей простотой. Установлен он, однако, как было отме- 
чено, лишь на основе несостоятельного допущения 

ф, (а) = ©0134. 


В $4 мы увидим, что при некоторых достаточно естественных допу- 
щениях он может быть оправдан в качестве приближенного. 
Формулы (14) и (12) получены также из несостоятельных допущений 
Ф, (й) = сопзё, ох. (а, №) = с0пз%. 


Действительно, солидное их обоснование возможно лишь в форме пре- 
дельной теоремы, устанавливающей, что при некоторых естественных 
допущениях и Ури достаточно большом числе наблюдений п формулы 
(11) и (12) приближенно правильны. Однако, в $ 4 мы увидим, что 
при тех же допущениях для больших значений п формулы (11) и (12) 
могут быть с хорошим приближением заменены значительно более 
простыми формулами (16) и (17). 

Таким образом, оказывается, что при малых п формулы (11) и (12) 
не обоснованы, а при больших п — излишни. Ввиду этого практического 
гначения формулы (11) и (12) не имеют. 

Чтобы проиллюстрировать произвольность результатов, получаемых 
из гипотезы постоянной априорной плотности вероятности при не 
слишком больших значениях п, рассмотрим вторую задачу с несколько 
иной точки зрения. Не менее естественно, чем допущение 


Ф, (й) = с0оп8%, 
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допущение, что постоянной априорной плотностью вероятности обладает 
среднее квадратическое уклонение с. Это допущение приводит к сле- 
дующим результатам: 
, (#) 41 = сопз6 - 45, 
015% 


$. (^) ТУТ © 


ФЕ, Е.) = 


#”-ехр ( — 1253). (11 Ь:3) 


Вычислим по формулам (14) и (11 15) условное математическое 
ожидание № при заданных 1,,%,,...,2,„. Получится, соответственно, 


ден 
(а. 

пел 

р й] 
г“ —— : 


И. (1+ =) (14) 


Мы видим, что различие между А” и А” незначительно при больших 
п, но может быть весьма заметным при не слишком больших п. 


(13) 


(13 5) 


Легко вычислить, что 


$ 4. Предельные теоремы 


В этом параграфе мы установим, что при некоторых естественных 
допущениях для достаточно большого числа наблюдений п (а в первой 


задаче в некоторых случаях и при малых п) можно пользоваться при- 
ближенными формулами 


ф: (@ |<, „био т ехр [ —п^* (=, (15) 
фаны дозу Я ехр [ — 2.5 (# —#):], (16) 
Е Е а ой 1 ехр[ —пй: (а —2$ му (17) 
где положено 
ОчинИЕ | 
р тута 
1 УЗ 5, (19) 
Если ввести величины 
&=УпА(а—2), (20) 
х=И25(#—№), (21) 
о. = И пй, (а—1), (22) 


=И 25, (&—#,), (23) 
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условные плотности вероятностей которых при заданных х,,т.,.... сх 
равны соответственно 


я) И и Я ан: (24) 
1 к. 
9» Е 2. г Е УЗ 2. (2 ра “. Ян), (25) 
1 7 
фз (2 1 Х1 [%,, т. ...) 1) а Инь фз ( и | ь ) , 7) (26) 
У? 121 
то формулы (15) —(17) можно переписать в виде 
1 В оя 
ах м. (27) 
: 1 Е ое 
с д ети. (28) 
А. 5) ^^ е-@-. (29) 


Для обоснования применимости при рассмотрении первой задачи 
приближенной формулы (27) [или, что то же самое, равносильной с ней 
формулы (15)] служит такая предельная теорема: 

ТЕОРЕМА 1. Если априорная плотность вероятности ©, (а) имеет 
ограниченную первую производную и 

Ф: (2) 0 
то равномерно относительно & 


, оао 
арии ет® [ 04+ (7: ) (АНЯ ]. (80) 


п 


1 ь 
Здесь О (=) обозначает величину, имеющую при 11” —> | © и 
7 


постоянных о, (а) п д равномерно относительно 9х порядок, не превы- 


шающий = = . Для доказательства теоремы заметим, что в силу (6), 
п 
{20) и (24) 
В: т Е т. 
ф, (| т: Я, - 1) = (31) 
-а3 Я 
— т Фе =) 4х 


В силу ограниченности первой производной от ©, (а) имеем равномерно 


по а 
т 


у 


Вставляя эту оценку в (31), и получаем, при условии ©, (1) + 0, после 
некоторых преобразований, оценку (30). 

Не предполагая ограниченности первой производной от ©, (а), 
требуя только непрерывности ©, (а) в точке а=х, можно было бы по- 
лучить более слабый результат 


к ь, Ма) = = — ег -- Е 
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где А->0 при пА* —> + с> равномерно относительно & на любом конеч- 
ном интервале х’=— а < я”. Наоборот, усиливая предположения о «глад- 


кости» (ограниченности старших производных, аналитичности и т. п.) 
1 < 

функции $, (а), нельзя в оценке (30) заменить множитель И ) 
пех 

на какой-либо другой, меньшего порядка. В самом деле, предполагая 

* 

ограниченность второй производной от $, (4), мы можем воспользоваться 


оценкой 


= м Е нх 0, 1 В 
9 (&--—: )=$,(2)-+$’.(1) — 0( ке 
ь (5+ узь) =) +9.) УЖО (ды 
Зставив эту оценку в формулу (31), получим после некоторых пре- 


образований 


уф. (а, х,, сы, бы) = ее 2 [1 р - 


Формула (32) показывает, что при <’, (2) == О и ограниченности второй 
1 1 
производной ©”, (а) поправочный член О (= (1-- =) в формуле (30) 


Утй 
для любого фиксированного &=0 действительно имеет порядок 
4 


Итй ` 
Для условвого математического ожидания 
= 1 
а. ... па ЯВ И %,,... ‚Жи ) = 
о ЕН %9, (%12,,%,,..., 2, ) 4% 
у ВА 
— с 

величины а при заданных 2,,4%.,..., 2, из (30) вытекает оценка 

рт > — а ти (: 

Е (а, 1, 1,3) 520 (р). (33) 


В формуле (33) порядок поправочного члена О (о) не может быть. 
уменьшен ни при каких дополнительных предположениях о «гладко- 
сти» функции 9, (а), так как при ограниченности второй производной 
Ф” (а) из (32) вытекзет 


р иде 1 Во 
Е (а|т,,т,, (5) == -- Е ° нЕ (Е ‚|: (54) 


Формула (3%) показывает, что при ©’, (1) 0 и ограниченности ©" (а) 
поправочный член в (33) действительно имеет порядок ть 
ь 


В сялу (33), пренебрегая величинами порядка ‚› естественно. 


1 
пи? 
за приближенное значение центра рассеивания а при заданных 2, 


т.,..., 2, принять Хх. 
Мерой точности этого приближенного значения можно в силу (15) 
приближенно считать Уп. 
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Более точно для условного математического ожидания квадрата 


уклонения а--х при заданных х,,т,,... 4, 
з 5 2 Я о 
@ | (#2) о В. т, ] = р а = 
--оэ 
р 1 Зи | й 4 
РУ (ал, т,, ‚ 2, } 4х 
— < 


из формулы (30) вытекает оценка* 


Е в та] 1 Е (35) 


Считая мерой точности приближенного значения 0 какого-либо пара- 
метра 0 при заданных х,,2,,...,х,„ величину 


$ Эа нЕ 
й (91 ,, 2,,..., 2) =: ИЕ [ (0—0) |2, 2,,...,2,], (36) 
получим для х в качестве приближенного к а на основании (35) 


(==, и О. (37) 


Чтобы получить доверительные границы для а при заданных 
х,,.... 2, естественно рассмотреть условные вероятности 


1» 


о 
я \ 9: (2 |5, т, #25 ‚т, ) да. 
—с 
Из (30) для этих вероятностей ‘вытекает оценка °* 


2 й —52 ИИ э 
Не-а У еж, у %-+0 (р), (38) 


1 
ме 0 (—=,) обозначает величину, имеющую порядок не больше 
Ут 


равномерно относительно с. Таким образом, пренебрегая вели- 


Ул 
Л 
чиной О т ‚ можно сказать, что при заданных 2,,%,,..., 2, 
п 
с вероятностью 
с 
5. к 
и = — \ а (39а) 
У= . 
о 


8 Из (32) можно получить более т оценку 


Е [(@ —=) [Я ы м] = ня [1 НО (5 С ) ]. (35’) 


Дальнейшим усилением требований «гладкости» фуниции 3; (а) порядок остаточного 
члена в (35”) нельзя уменьшить. 
° Из (32) можно получить более точную оценку 


6 
я : ПеИаЗ и, МЗ 
|< — | ан —= — 2 6) обо НЫИ В (38 
Р[|а ЕЕ тн] } = (2 7 пйз / ) 
0 


Дальнейшим усилением требований «гладкости» фуянции ©, (а) порядок остаточного 
члена в (38’) нельзя уменьшить. 
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а — лежит в пределах 
Е с с 
у РУ.) Ут№ 

Для обоснования применимости при рассмотрении второй задачи 
приближенной формулы (28) [ или, что то же самое, равносильной 
с ней формулы (16)] служит 

ТЕОРЕМА П. Если априорная плотность вероятности $,(й) имеет 
ограниченную первую производную и $,(й) -- 0, то равномерно отно- 
сительно 9 


ая а) ей [1+0 (7) (4+ 101). @0) 


Доказательство теоремы 11 мы здесь не приводим. Оно несколько слож- 
нее, но по идее вполне аналогично доказательству теоремы Г. Заметим, 


1 

что, как и в случае теоремы Т, в формуле (40) выражение ие 
п 

обозначает величину, имеющую при —>-- со и постоянных $,(й) и № 


ры 
У» ` 


Для условного математического ожидания 


равномерно относительно Х порядок 


ГЕЕВ о 


Уз5 


ре а 
и ы (1%, ... ов, ЕЯ 


= [я | Х$: (Х[2,, 2, .-. ‚ =, ах | 


_ © 


из формулы (40) вытекает оценка 
Е(В| 1, 2,,...,2,)= [1+0 (+ )]. (41) 


В силу (41), пренебрегая относительной ошибкой порядка о есте- 
ъ 


ственно принять №} за приближенное значение Л. Пренебрежение 
1 
относительными ошибками порядка -_ с принятой в этом пара- 


графе точки зрения при выборе приближенного значения для А неиз- 
бежно, если точное выражение априорной плотности вероятности ф, (#) 
нам неизвестно. В самом деле, в конце $ 3 мы уже видели, что при 
замене х, (#) = сопзё на 


2010$ 
9: (№) = 


относительное изменение Ё\(й|1,, %,,...,5„) составляет вы Легко было 
в 


бы привести примеры такого же изменения Е (1 |5,,1,,...,т„) при из- 


менении $, (1), в которых функции ©, (#) удовлетворяли бы всем обяза- 
тельным для плотностей вероятностей требованиям и имели бы ограни- 
ченные производные сколь угодно высокого порядка. 
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Мерой точности приближенного значения й величины # можно в силу 
(16) приближенно считать 


5 Ут 
Более точно И 5 = 
Вт ант [140 (7) ], (42) 
й (#|1,7,.... 2.) =1:И2Е (Пл, дь.. т, = 
— Ум 1 
Нм РН 


Наконец, из (40) легко вывести, что 


Р (Ай! < 7 а мы 5 ееах ен (44) 


Пренебрегая величиной О 0) можно, следовательно, сказать, что 


при заданных 2,,27,,...,х, с вероятностью 
с 


= уе её 4х 


ут <#=й 


/ лежит в пределах 
й 


с 
Ул 
В обстановке третьей задачи имеет место такая теорема: 
ТЕОРЕМА Ш. Если априорная плотность вероятноти $, (а, #) имеет 
ограниченные первые производные по а и по й и $.(а,#) 0, то равно- 
мерно относительно в, и У, 


2.2 1 
(о о дол) = ее-9-Я[ 1-0 (7) А+ +6) |. (45) 
Подобно теореме П, здесь О (>) обозначает величину, имеющую при 
п 


по и ных Ф, (а, й), хий, равномерно относительно &, и Хх, 


порядок у ). 


Доказательство теоремы ПП вполне аналогично доказательству тео- 
ремы П. Мы его здесь не приводим. 
Из (45) вытекает, что 


Е (а ть.) =а+1-0 (5 5) (46) 
Е (а-я. = те 40 0 (47) 


Р (а-—х|=<- Е 


УЕ фемычо (#5), (48) 
Е (вх, пи а)= В [4+0 (=) ], (49) 
Е (1—1) 1,2)... 2.) = :: Е НО ( ) | (50) 


2 
Р(1*- Р, В |0 д, ) =} 
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В силу формул (46) и (49) в третьей задаче, пренебрегая величинами 


порядка Е ‚ естественно принять в качестве приближенного значения 
п 


центра рассеивания а величину т, а в качестве приближенного значения 


меры точности # — величину 1,. За меру точности этих приближений 
можно приближенно считать в силу формул (47) и (50), соответственно 
ЗЕ И 
2% п 
рп и 1 
Р 
Формулы (48) и (51) позволяют найти доверительные границы для 


1 
а и №, соответствующие (с точностью до величин порядка Е) заданной 
п, 


вероятности о. 
- Как и во второй задаче, условное математическое ожидание 


Е (№! 5,,х,,...,2,) определяется по формуле (49) лишь с точностью до 
1 в 
множителя 1+ О (--). Поэтому, с точки зрения, принятой в этом 


параграфе, лишены смысла споры о том, следует ли принять в качестве 


приближенного значения # величину Й,, или же, например, величину 


= у п 
#=——. 2 

т (52) 

Практическое значение теорем 1, П и ПГ не одинаково. По теореме 1 
при постоянном $, (4) точность приближенных формул (27) и (15) увели- 


чивается не только с увеличением п, но и с увеличением меры точности Й. 


1 
Поэтому, если среднее, квадратическое отклонение 5= ——— мало по 


И?» 
сравнению с допустимой а рг1ог1 областью изменения величины а, то 
мы имеем некоторые основания пользоваться формулами (27) и (15) и 
при малых п (даже при п =1). В случае же теорем П и ПП остаточные 
члены формул (40) и (45) убывают только с возрастанием п. Поэтому 
при малых п теоремы П и Ш не дают ничего. 


$ 5. Доверительные границы и доверительные вероятности Фишера 


Как уже указывалось во введении, задача приближенной оценки 


параметра 8 по результатам наблюдений х,,1,,...,т„ может быть по- 
ставлена, в частности, так: требуется указать в виде двух функций 
6" (5,,%,,..., 2.) и 0”(2,,%,,...,2.) от 2,,1,,...,5, такие «доверитель- 


ные границы» для 9, чтобы на практике можно было пренебрегать 
возможностью нахождения @ вне интервала: 


рб. 
Чтобы судить при заданных 1,,1,,...,1, о приемлемости тех 


или иных доверительных границ 6’, 6” для параметра 6 естественно 
обратиться к условной вероятности 


Река}, (53) 


° Интервал 6’<6< 6” называют «доверительным интервалом» для параметра 0. 
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й 


Если эта вероятность близка к единице (например, равна 0,99 или 
0,999), то будем склонны без больших колебаний принять, что 


КО = 9”. 
В соответствии с этим, в тех случаях, когда условные вероятности 


(53) известны для любых 0’ и 6” естественно поступать так: задаться 
каким-либо ®, достаточно близким к единице, и для каждой системы 


значений $,,1,,..., 2, подобрать такие значения 6’(5,,1,,...,х,) 
и, г, ...,2.), для которых 
Ри ть. =. (54) 


г длина интервала (9’; 0”) возможно меньше [при условии соблюдения 
равенства (54)]. 

Например, в первой задаче, в предположении справедливости фор- 
мулы (15), наиболее короткий доверительный интервал для а, удовле- 
творяющий требованию (54), дается формулами (39а) и (395). Заметим, 
однако, по поводу этого примера, что формула (15) может быть оправ- 
дана (даже в качестве приближенной) лишь при достаточно стесни- 
тельных допущениях, выясненных в $ 4. В точное же выражение (6) 
для условной плотности вероятности $, (а|1,,5х,,...,7„) входит апри- 
орная плотность вероятности ф, (а), которая обычно нам неизвестна. 

Таково же положение и в большинстве других задач оценки пара- 
метров: в точное выражение условных вероятностей (53) обычно входит 
неизвестное нам распределение вероятностей для параметров. 

Существует мнение, отстаиваемое в СССР академиком С. Н.. Берн- 
штейном (см., например, (1), что для случаев, в которых априорное 
распределение параметров неизвестно, теория вероятностей ничего не 
может предложить для практического применения, кроме предельных 
теорем, подобных указанным в $ 4. С этой точки зрения прп ограни- 
ченном числе наблюдений и без знания априорного распределения 
вероятностей параметров объективный научный подход к наиболее ра- 
циональному выбору доверительных границ для оцениваемых парамет- 
ров вообще невозможен. 

В указанной сейчас точке зрения безусловно правильно следующее: 
зависимость условного распределения вероятностей параметров при 
известных результатах наблюдения от априорного распределения веро- 
ятностей тех же параметров до наблюдения имеет место, и с ней нельзя 
не считаться. Ошибочно, однако, мнение, что задача указания рацио- 
нальных доверительных границ для оцениваемых параметров нераз- 
рывно связана с рассмотрением условных вероятностей (53). 

В большинстве практических (в частности, артиллерийских) задач 
дело идет об установлении общих правил оценки параметров, рекомен- 
дуемых для систематического употребления в какой-либо обширной 
категории случаев. В этом параграфе, посвященном доверительным 
интервалам, нас будут занимать правила такого рода: 

«При таких-то общих условиях рекомендуется счи- 
тать. каковы бы ни были результаты наблюдения 


2 Известия АН, Серия математическая, № 1—2 
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т. 7т.,....,, Что значение параметра 60 лежит в пределах 
6" (2, 2,, жука (оон има 
Рекомендуя к математическому употреблению в будущем такое 
правило, мы не можем знать заранее, какие значения будут получать 
величины 2,,7.,...,%, в каждом отдельном случае применения этого 
правила. Поэтому, при решении вопроса о том, следует реко- 
мендовать данное правило или нет, нет никаких оснований обращаться 
к рассмотрению условных вероятностей (53). Вместо этого, естественно 
рассмотреть безусловную вероятность 
Руб бра] (55) 
того, что при том или ином предстоящем нам применении правила не 
произойдет ошибки. 
Безусловная вероятность (55) при заданном виде функций 
8' (7,,%,,..., 2.) и 6” (1,,2,,...,7,) определяется, вообще говоря, через 
закон распределения величин 2,,21,,...,2„, зависящий от параметров 
9, 0,,6,,...,6, и безусловный (априорный) закон распределения этих 
параметров. Обозначив через 
Ро а) (56) 
условную вероятность соблюдения неравенства 0” < 8 < 8” при заданных 
значениях параметров и предполагая, что априорное распределение 
параметров дается плотностью вероятности о (0,0,,0,,...,0,), получим 
такое выражение для безусловной вероятности (55): 


ри << и)=\ | — Ро’ < 6< и, 6,8, 1 
... 6.) 4040, 48,... 40, (57) 


$ 
Особенно важным на практике оказывается частный случай таких 
правил, для которых условная вероятность (56) остается при всех 
возможных значениях 6,8,,0,,...,0, постоянной. Если условная веро- 
ятность (56) постоянна и равна ®, то в силу (57) 


Ри =8= 9”) = \\ м ев, ,,6,...,6.) 4048, 40, ... 44, =, 


т. е. безусловная вероятность (55) не зависит от безусловного распре- 
деления параметров". 

Мы уже указывали в $ 1, что самая гипотеза о существовании 
априорного распределения параметров не всегда осмысленна. Однако, 
если условная вероятность (56) не зависит от значений параметров 
и постоянно равна одному и тому же числу ®, то естественно считать 
безусловную вероятность (55) существующей и равной ® даже и в тех 
случаях, в которых гипотеза о существовании априорного распреде- 
ления параметров не принимается *?. 


"Мы получили этот результат лишь в случае безусловных распределений пара- 
метров, заданных плотностью вероятности © (0, 0,, 6,,...,0.). Одиако легко видеть, 
что он верен и в общем случае. 

1? В этом случае дело идет о принятии такой новой аксиомы теории вероят- 
ностей: если условная вероятность Р (А |0,, 0,,...,0,) некоторого события А при 
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Если условная вероятность (56) при всех возможных значениях пара- 
метров [а следовательно, и безусловная вероятность (55), независимо от 
вида априорного распределения параметров] равна ®, то будем говорить, 
следуя Фишеру (см. 1 и Ё?!), что наше правило имеет определенную 
доверительную вероятность, равную в. 

В случае первой из трех задач, которым посвящена настоящая 
статья, легко видеть, что правило, рекомендующее считать а заклю- 
ченным в пределах 


а аа”: (58) 
где 
и 
ен а = (59) 


имеет определенную доверительную вероятность 
в. 
Г , ь 
- ее аа. (60) 
У= 3 
с 


В самом деле, каковы бы ни были а ий, 


® — 


ВР (+ Заза, |, ")= 


Р (а'’ <а=< а” 


Р (а ча -Уь |6) 7 == \ ее ах. 


—с” с 


Положив, например, 


получим 


«У: уе 4х = 0,9953. 


0 


Таким образом, правило, рекомендующее считать, что 


а | == 


2 
ЕРЫ (61) 
обладает доверительной вероятностью ® =0,9953. Чтобы окончательно 
Быяснить смысл и практическое значение понятия доверительной 
вероятности, остановимся на этом примере несколько подробнее. Пусть 
мы имеем в виду применить правило (61) в какой-либо последователь- 
ности случаев 


всех возможных значениях параметров 0,, 6,,...,0. существует и равна одному 
и тому же числу ®, то безусловная вероятность Р (4) события А существует 


и равна ©. 

Заметим, что при сравнении излагаемого сейчас метода с классическим вопроса 
о приемлемости этой новой аксиомы не возникает, так как илассический метод 
необходимым образом опирается на допущение существования априорного распре- 
деления параметров, а при этом допущении указанная новая аксиома делается 
излишней. 


9% 
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Каждому случаю Е, соответствуют свои значения а», й, и пл, но со- 
вершенно независимо от того, каковы эти значения, вероятность осу- 


ществления в случае Е, неравенства 


ГРА | Зр- (61,) 
ва 


равна « = 0,9953. Если при этом системы величин х:, соответствующие , 
различным случаям ЁЕ,‚, независимы друг от друга, то независимы 

между собой и события А,;, заключающиеся в осуществлении соответ- 
ствующих неравенств (61,). При этом условии для достаточно большого 


№ частота =. с которой в ряду случаев ЕЁ, будут осуществляться 


неравенства (61,), будет по теореме Бернулли с вероятностью, сколь 
угодно близкой к единице, сколь угодно мало отличаться от ® = 0,9953. 
Следовательно, в любом достаточно длинном ряду независимых случаев 
Е, мы получим, руководствуясь правилом (61), верные результаты 


1 Ге) 
приблизительно в 995 % случаев, а ошибочные — приблизительно в 


И 
5 % случаев. Для обоснованности этого вывода требуется только, 


чтобы подлежащее рассмотрению множество случаев 
ВЕРЕ 
было определено заранее независимо от рассмотрения получающихся 
в результате наблюдения значений величин х;. Остроумный пример 
недоразумений, которые могут произойти, если не обратить внимания 
на это обстоятельство, был указан С. Н. Бернштейном*?. 
После всего сказанного ранее кажется почти излишним предостере- 
гать читателя от распространенной ошибки“, указав, что из того, 
что при всех возможных значениях а ий 


= и) 
Я Ы 2 
(| у |а,*) 0,9953 
вытекает равенство 


р (—= и я) — 0,9953 


для безусловной вероятности осуществления неравенства |а—х| = 


2 
<= ———_, но отнюдь не следует, что 
Улй 
Е 2 
Р (ету |, :.., 2, )=0,9953 
при любых фиксированных значениях а АЗ ЕЕ 


13 См. 1, $7. По поводу этого примера возникает любопытная задача—дать 
такое правило отбора ящиков, которое гарантировало бы покупателю с достаточно 
малым риском ошибки получение не менее 95°/, ящиков, удовлетворяющих его тре- 
бованию |а,—а| <2. Задача эта допускает вполне корректную трактовку с точки 
зрения доверительных вероятностей (или, точнее, коэффициентов доверия, о которых 
см. в конце этого параграфа). К этой задаче и некоторым аналогичным задачам, 
имеющим серьезное практическое значение, я предполагаю вернуться в другой статье. 

< Ошибку эту допускал в некоторых своих работах Фишер. 
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Заметим в заключение этого параграфа, что иногда приходится 
рассматривать правила установления доверительных границ подлежа- 
щего оценке параметра 0, не имеющие определенной доверительной 
вероятности. В таких случаях роль, аналогичную доверительной 
вероятности, играет нижняя грань 


ТИТ О 9. 1.) 
условной вероятности соблюдения неравенств 6’ = 0 < 6” при различных 
комбинациях значений параметров 0,9,,9,,...,0,. Эта нижняя грань 


называется, следуя 7. Меутап’у, коэффициентом доверия 
данного правила”°. 


$ 6. Рациональный выбор доверительных границ, соответетвующих 
заданной доверительной вероятноети 


После сказанного в предыдущем параграфе становится понятной 
такая постановка задачи оценки параметра @ по результатам наблюде- 
ний 2,,7,,...,7,: для каждого ®(0<о< 1) требуется найти в виде 
функций в, и 6, от 1,,1,,...,2, (и в случае необходимости, от пара- 
метров, предполагаемых в данной задаче известными) такие доверитель- 
ные границы для 9, чтобы правило, рекомендующее считать, что 

бо 0 = 6, 
имело доверительную вероятность, равную о. 

Поставлевная таким образом задача не всегда разрешима. В случае 
ее неразрешимости приходится обращаться к правилам оценки пара- 
метра 0, лишенным определенной доверительной вероятности, и поль- 
зоваться указанным в конце предыдущего параграфа понятием коэффи- 
циента доверия. С другой стороны, во многих случаях поставленная 
задача допускает при каждом о не одно, а много решений. Естественно 
среди этих решений, соответствующих данному о, предпочитать те, 
которые приводят к более коротким доверительным интервалам [6.; 6.1. 
Общему рассмотрению вопроса о разыскании таких «наиболее эффек- 
тивных) правил, обладающих заданной доверительной вероятностью 
(или заданным коэффициентом доверия), я предполагаю посвятить 
другую статью. 

В случае трех задач, которым посвящена настоящая статья, есте- 
ственны следующие упрощения постановки вопроса о разыскании рацио- 
нальных доверительных границ для а ий: 

1. Естественно ограничиться рассмотрением доверительных границ, 
зависящих при данных п и ®, помимо параметров, предполагаемых 
в данной задаче известными, только от соответствующих достаточных 
статистик, или достаточных систем статистик. В силу этого мы будем 
считать, что в первой задаче доверительные границы а’ и а” зависят 


15 Пример элементарной задачи, в которой неизбежно пользоваться правилами, 
не имеющими определенной доверительной вероятности, а обладающими только 
определенным коэффициентом доверия, см. в [*]. 
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_ о рфрЬркикоа—а—аиижи_Аё 


только от Виз, во второй задаче доверительные границы й’ и й” 
зависят только ота иб, а в третьей задаче а’, а”, й’и №” зависят 


только от ди б,. 

2. Естественно желать‘, чтобы правила определения доверительных 
границ были инвариантны по отношению к изменению масштаба, начала 
отсчета и выбора положительного направления на оси х= ов, т. е. по 
отношению к образованиям 

2 =Ах-Ь, (62) 
где 6— произвольное действительное число, а А — произвольное дейст- 
вительное число, отличное от нуля. При преобразовании (62) а, Л, 
т, би 5, преобразуются по формулам 

а“=ка-+ь, = д’ е-Ь, 5*=|Е|5, 5. =|| 51. 


т. 


Выдвинутое сейчас требование инвариантности сводится к тому, чтобы 
а’, а”, й’ ий" при фиксированных п и о как функции аргументов, 
предусмотренных выше в требовании 1, при всех действительных А = 0 
и 6 удовлетворяли таким соотношениям: 
в первой задаче 
а’ (№*, 2”) = Ка’ (в, т)-- 6, а”(1“, 2") = Та" в, -, 
во второй задаче 


| ? 


№” (а, 5) 
ВА 2 


№ (а, 5) ==, №” (а", 5) = 
в третьей задаче 

а’ (2, 51) = Ка’ (х, 5,) р , а” (=, 51) = Ка" (т, 5,) Е, 

Г Ба, р’ 2, —* * (62 у 

Мб, м, в. 

ГА | 1%] 
Из требований 1 и 2 можно вывести, что доверительные границы 
должны иметь следующий вид: 

в первой задаче 


’ ТЕ А „ > А ‹ 
@ = — "=, (63) 
во второй задаче 
В Вх 
О диск (64) 
в третьей задаче 
а. =х—С,, а" =т-- С, (65) 
о орел 
= 5.) и = 5 (66) 


где А., В’, В”, С., В, и В!, при фиксированном п, зависят только от о. 
Если положить 

А=А (а--2), (67) 

В-=й5; (68 


1 Это требование я заимствую из работ К. В. Бродовицкого [8] и [?]. Во избе- 
жание недоразумений считаю нужным отметить, что основное содержание этих работ 
Я считаю ошибочным. 
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би — 
г 69 
5 2 ( | 
В, =15,, (70) 
то легко видеть, что неравенства 
а’ <=а и” 


) 
д’ рей 
а. <а<а,, 
Ай 
соответственно равносильны неравенствам 
—= А, А+ А,, 
ВВ 
с. = СС. 
В ЗВтЕВИ. 
Решающим обстоятельством для успеха всего дальнейшего является 
то обстоятельство, что законы распределения величин А, В, Си В,, 
вычислениые при фиксированных а и | на основании формулы (1), 


оказываются пезависимыми от а и /. Эти законы распределения опре- 
деляются такими плотностями вероятностей: 


(д) ель (1) 
ых (72) 
ее 
Увг (5 в 
Ь (С) = УЕ се ) (1-НпС*)_ 2’ (73) 
дет 988 (74) 


В силу этого обстоятельства вероятности 


Р(а'’<в=а"”| в] =Р(-АзА=-А,а,,), 

Вл’ алый |= 248 = ВВ’ 4. 1 

Р (а. =а=<а'|а,й)=Р(—С. <С<-С.|а,1), 

Рив < |а,1) =Р(В, = В < В а, 1) 
оказываются независимыми отаи й, что позволяет их считать довери- 
тельными вероятностями в смысле определения предыдущего параграфа. 


Вычисляя эти вероятности по формулам (71) — (74) и приравнивая ихо, 
получим 


етама а 2 ета, (75) 


в” 54 у? 


\ В"-1е-В* 4В = . Хп-1е Зах, (76) 


п-2 


1 
о =— < т 
К з у г(2) х 
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о. 
Ты 
г (3) 


Ув: г(*=") 
В 


, - 
Пе \ В"-?е ВВ, = ны \ Х"-2е 2 ау. (78) 


(77) 


=> 
78 
— 
я 
ЕГЪ 
— 
о 
[52 
>. 
-< 


Ради возможности использовать непосредственно имеющиеся таблицы 
мы положили здесь 


«„=УпА., 
Е И2В’, == уи2В*", 
то = Ит (п ее | 1) С, 
=у28:, =уи 28, 


что в соединении с (63) — (66) дает 


Иез, ИЕ, (19) 
в! = г №" = и (80) 
ее Чу, (9 
= ыы м (82) 


При этих обозначениях доверительные границы для а и й даются 
следующими неравенствами: 


в первой задаче 


а, 


= У’ (83) 
во второй задаче 
х. 7. 
55 у55, т 
в третьей задаче 
ое фобенея 
[@—2| УЕ, (85) 
71 д 
лю. 
У 2% = У25, 10% 


%, Х, Х’, 1, Х и Х1 должны быть при этом подобраны так, чтобы 
удовлетворялись соотношения (75) — (78). а, и 1, определяются этим 
требованием по заданной доверительной вероятности однозначно, выбор 


же Хх’, Х", Х: и 1 остается в некоторой мере произвольным (см. по 
этому поводу $ 8). 
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$ 7. Практические выводы для оценки центра рассеивания 


Из рассмотрений предыдущего параграфа вытекают следующие 
правила: 
1. В первой задаче с доверительной вероятностью ® можно считать, 
что 
а |. а 
| а—х а ) 
Ул 
где х, определяется из равенства 
29 
2 
\ е-° ао. 


0 


2 

4 — = 

У* 

П. В третьей задаче с доверительной вероятностью ® можно счи- 
тать, что 


где у, определяется из равенства 


Приведем здесь таблицу зависимости \], от ® при различных п, 
извлеченную из более полной таблицы, имеющейся, например, в!). 


п ® = 0,5 ш = 0,8 ® = 09 « = 0,95 | «=0,98 | ®=0,99 
2 1,000 3,078 | 6,314 12,706 31,824 63,657 
3 0,816 1,886 9,920 4,303 6,965 9,925 
Й 0,765 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 
5 0,741 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 
6 0,727 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 
7 0,718 4,440 1,943 | 2,447 3,143 3,707 
8 0,711 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 
9 0,706 1,397 1,860 2,306 9,896 3,355 
10 0,703 1,383 1,833 2,262 2,821 3,950 
сс 0,674 1,282 1,645 1,960 2,326 9,576 


В последней строке этой таблицы приведены предельные значения 
]. при п —> <>, получающиеся из формулы 


А Е ЗИ 87 
® т \е 4 (87) 
Заметим, что выведенная в $ 4 формула (48) равносильна формуле 


Ой 72 

= 5 2 >55 1 

Ре дит, = е в -++0(-7=). (88) 
0 


Теперь мы можем оценить, насколько опасно при небольших п прене- 


1 
брежение остаточным членом 0(7;). Пренебрегая этим членом, мы 
в 
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пришли бы например, к выводу (указываемому часто в учебниках), что 

с вероятностью 0,99 можно ожидать выполнения неравенства 

еж! = ть . 

Ит(® — 1) 

В действительности же, например, при п=5, неравенство (89) будет 

нарушаться приблизительно в 6% случаев, а для того, чтобы гаранти- 

ровать 1% нарушений, следует в сооттетстзии с нашей таблицей поль- 
зоваться неравенстгом 


(89) 


= 4,604 5, 
| ее. 

Ут (и —1) 
Лишь при п > 30 считается на практике вполне допустимым пользо- 
ваться предельной формулой (87). 

Естественно, что при пользовании сформулированными в этом 
параграфе правилами полезно помнить замечания, приведенные в конце 
$ 5, по поводу смысла понятия доверительной вероятности. 


$ 8. Выбор доверительных границ для меры точности 


Условия (76) и (78) оставляют еще некоторый произвол в выборе 
Х, и’, ии 91. Естественно при заданном ®« выбирать 7’, У”, Хи и 91 
так, чтобы длина интервалов [%’, Х”] и [71 /1| была возможно меньше 
[при условии соблюдения соотношений (76) и (78)]. При этом дополни- 
тельном условии Ух’, х", у: и у! определяются по ® и п однозначно. 

Однако, ввиду отсутствия соответствующих таблиц, фактическое 
вычисление определяемых этим условием значений //’, Хх", Х! и Х1 довольно 
затруднительно. Поэтому на практике, вместо разыскания наиболее 
коротких доверительных интервалов (у”, Х”) и (у, Х1), соответствующих 
заданной доверительной вероятности ®«, достигают соблюдения условий 
(76) и (78), определяя 7’, у”, у: и У! из равенств 


1 —® | 
Е, | 
\ 
( (90) 
1—о | 
О \) 
Сы | 
: (94) 
) 


Для этой цели пользуются имеющимися таблицами \' зависимости 
между у’и 


7 См. например [?]. 
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Не 
р и ег 


дм 


При п > 30 можно пользоваться предельными формулами 


Х=Уп—с, уве, (92) 
а=Уп—1—с, и=у в (93) 
где с определяется из условия 
2 . Ве 
в е 4 
Заметим еще, что из (92), (93), (80), (82), (18) и (19) вытекает 
а о в’ —р я 4 
:( у) , й ео (94) 
я ЕЕ: 1 5 
= 1 Е :) р аа .( Ну -). (95) 


Сопоставляя эти формулы с (44) и (51), мы видим, что и здесь при 
больших п доверительные границы, полученные по методу Фишера, 
в существенном совпадают с получаемыми на основе предельных теорем 
из $4. 


5 9. Рациональный выбор приближенных значений оцениваемых 
параметров 


Часто, вместо доверительных границ для оцениваемого параметра 0, 
соответствующих заданной доверительной вероятности ®, бывает жела- 
тельно иметь одно приближенное значение 0 этого параметра. Задача 
наиболее рационального выбора такого приближенного значения, соот- 
ветствующего данным результатам наблюдений х,, х,....,2„, может 
быть поставлена многими различными способами. 

С точки зрения классического метода (см. $1 и $4) наиболее 
естественно принять за приближенное значение условное математиче- 
ское ожидание 

Е ОЕ ОЕ (96) 


В самом деле, легко показать, что такой выбор обращает в мини- 
мум условное математическое ожидание 
О-о 
квадрата уклонения 0 от 0. т. е. доставляет нам максимальное возмож- 


ное значение меры точности № (81 2,, 1,,..., 2), определяемой по 
формуле (36). 

В $84 было показано, что с этой точки зрения при некоторых 
естественных допущениях относительно априорных распределений 
вероятностей величин а и й для больших п (или пй” в случае первой 
задачи) можно считать приближенным значением а величину т, при- 


ближенным значением № во второй задаче —й, а в третьей задаче — 1, 
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7 


Вместо величин х, й и №, за приближенные значения а и й могут 
быть, однако, с точки зрения $ 4 приняты и любые другие величины 


2”, №’ и №1, удовлетворяющие следующим требованиям: 


в случае первой задачи 
= ба: г] № 
ЕЕ (@) (све) , 


во второй задаче 


в третьей задаче 
= о(-), М=Ь [150(=)]. 
п, п |. п / 
Эта неопределенность результата лежит в существе дела, если относи- 
тельно априорных распределений величин а и 6 принимаются лишь 
качественные допущения их достаточной «гладкости». 
Если основной задачей при оцечке параметра @ считается указание 
для каждого в (0 < о < 1) доверительных границ 0» и 0, соответствую- 


щих доверительной вероятности (или коэффициенту доверия) ®, то 
обычно определяют (., и 6», так, чтобы при ®'’ >> ® было 


о. 


При соблюдении этого условия обычно оказывается, что при ®-—>0 
нижняя и верхняя границы ®, и 6, стремятся к общему пределу 6 
(первая снизу, а вторая сверху). Этот общий предел естественно в таком 
случае считать приближенным значением 9, так как лишь такое согла- 
шение может обеспечить неравенство 


и 


бо = 6% 


при всех ®. С этой точки зрения, приняв выбор доверительных границ 
для 4 и Й, указанный в $$ 7—8, следует считать за приближенное 
значение а величину х, а за приближенное значение А во второй 
задаче величину А’, определяемую равенствами 


;* 
х 2 


` — 4 
-. п-2 \ и с 4х > (97) 
о 


1 
о 2р п 
г 5. 


а в третьей задаче величину Ат, определяемую из равенств 


мечи — 1 О 1 
у 25, хе За/=-. (98) 
а. 0 р 
о. 
Приведем здесь значения (+): для п = 20. 
р И. | В у Ию м 7 ПРАВ, 


0,455 | 1,386 


1 } 


(7 ”)* 9,366 
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Для п›> 1 с ошибкой меньше, чем в 0,01, можно считать 
= 9 
(п. (99) 
1 при п наблюдениях равно х’, соответствующему п — 1 наблюдению *°. 

Если рассматривать задачу выбора приближенных значений а и / 
самоё по себе, то естественно все же ограничиться приближенными 
значениями, удовлетворяющими следующим двум условиям '': 

1) приближенные значения в каждой задаче зависят, помимо пара- 
метров, предполагаемых в данной задаче известными, только от соот- 
ветствующих достаточных статистик, или достаточных систем статистик; 

2) приближенные значения инвариантны по отношению к преобра- 
зованиям оси х=ов вида 

д* = Ж-ЕЬ. 

Из требований 1) и 2) можно вывести, что в качестве приближен- 
ного значения для а можно взять только величину т, а приближенное 
значение для й должно иметь во второй задаче вид 


р. 


и в третьей задаче — вид 


где В и В, зависят только от п. 
Для определения наиболее рационального значения множителей 
БВ и В, можно воспользоваться различными дополнительными услови- 
ями. Например, можно потребовать, чтобы при любых значениях аий 
выполнялись условия 
Е (а, 1) =^, Е(В!а, №) =. 


Эти требования можно удовлетворить, только положив 
Ив 2 (п = `) 
Г — Е 
г - ) еБННЕ 
У я Ир › = и» ? 
г(* 1 ") и, 
2 ее 


ет. ПИ - ыы (100) 


| 


т. е. приняв 


Мы увидим вскоре, что не следует переоценивать окончательность по- 
следнего результата. 

Использованное нами выше требование отсутствия система- 
тической ошибки можно сформулировать для приближенного зна- 
чения 0 любого интересующего нэс параметра 0. В общей форме это 
требование выглядит так: для всех возможных значений параметров 


13 Приведенный сейчас выбор приближенных значений #* и /*, для № ссязан 
с тэм способом определения доверительных границ для А, который указан в $ 8 и 
который отнюдь не является единственно возможным, ни даже наилучшим с какой- 
либо достаточно обоснованной точки зрения. 

12 Ср. условия, паложенные на а’, а”, й’ и №” в} 6. 
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8,,... 9. Данной задачи должно соблюдаться равенство 
Е (016, 6,,0,,...,0,) =0. (101) 
Приближение д для центра рассеивания а удовлетворяет этому требованию 


как в первой, так и в третьей задаче. Мы найдем сейчас приближения, ли- 
шенные систематической ошибки для среднего квадратического уклонения 


1 
==. 
И 
Естественно ограничиться здесь приближениями вида 
в=и/5 
во второй задаче и вида ы 
СЕ 


в третьей задаче *°. Требование отсутствия систематической ошибки 
Е (за, й) =с, Е (с, а, й) = 


приводит тогда к необходимости принять 


т. е. положить 


(5) 5 у г“) 
п че в: = —_. 102) 
з п —- Г - р 1 п ке ( 
(еее ги? 
Но приняв (102), естественно в качестве приближений к Й брать соот- 
ветственно (во второй и в третьей задаче) 


Е рт ” (100 Б1з} 
1 ( ву 
= 7 
Если требовать отсутствия систематической ошибки в определении 
величины с° (дисперсии) и искать приближения к 5? в виде 
5? == 49" 
во второй задаче и в виде 
ВИ 
5, = 9,51 
в третьей задаче, то приходится принять 


1 
Е Ех } 

п, И 

С 103 
я | (103) 
п. 

Для соответствия с формулой (103) естественно тогда считать при- 

ближенными значениями / соответственно (во второй и в третьей задаче) 


. ЕЕ = 
А = у т ) й, 


== 100 4ег 

У 25 ух. ( 

Последние приближения наиболее приняты в современной математиче- 
ской статистике. Ими мы пользовались в предыдущем изложении $ 4, 


% Такой вид приближений для ‹ вытекает из сформулированных выше допу- 
щений 1) и 2). 
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в котором выбор между вариантами (100), (100 Ъ1з) и (100 1ег) был, 
однако, не существенным (так как при любом из них сохраняются пре- 
дельные теоремы $ 4). 

С практической точки зрения различие между (100), (100 $13) и (100 ег) 
несущественно в тех случаях, когда дело идет о единичном определении 
меры точности А по группе наблюдений 1,,5,,...,х,. В самом деле, 
при этом различия между приближениями (100), (100 1$) и (100 1ег) 


(2 
имеют порядок ра а их отклонения от истинного значения А — больший 
й 
порядок а Поэтому, имея возможность определить й лишь с точ- 
в 


й 
ностью до отклонений порядка Ул >)» мы можем пользоваться почти 
п 
с одинаковым успехом приближениями, отличающимися друг от друга 
й 
лишь на величины порядка > с 


Совершенно иначе дело обстоит, если предстоит произвести большое 
число определений различных мер точности (например, соответствующих 
разным условиям стрельбы), каждое из которых делается на основании 
небольшого числа наблюдений. В этом случае может оказаться весьма 
существенным, чтобы та или иная величина, вычисляемая на основании 
приближенного значения меры точности, определялась без систематиче- 
ской ошибки. 

В зависимости от того, является ли этой величиной, например, Й, 5 
или 5, следует определять приближенные значения для Ай по форму- 
лам (100), (100 Ъ1$) или (100 4ег). 

В частности, с точки зрения артиллериста , по мнению проф. П.А. Гель- 
виха (см. "7 и (1), наиболее существенно определять без системати- 
ческой ошибки математическое ожидание расхода снарядов, необходи- 
мого для поражения цели. В наиболее типичных случаях (двумерное 
рассеяние и цель малых размеров по сравнению с рассеянием) матема- 
тическое ожидание расхода снарядов, по П. А. Гельвиху, пропорцио- 
нально произведению 

в() 5(2) 
средних квадратических уклонений по двум направлениям. Допустим, 
что для оценки с) и с) мы пользуемся приближениями °()и (©), полу- 
ченными, соответственно, на основании результатов наблюдений 
20), 2, ‚=. 9 ха) и 2, о аа 2) я 

Если 2() независимы от 2), то при любых 50), 59), а@) и а (где а? 
и а“) центры рассеивания, соответственно, для др и х°’) для произ- 
ведения с) с) приближений с) И о) имеем 

Е (30) в | а), а®),50), 5) = Е (5) [а,@) в@)) Е(з®) [а в©)). 
Поэтому, для того, чтобы получить тождественно при всех возможных 
а), а), 5) и в) 


Е (0) 5(2) | а), а(®), в@), в(°)) = с) с), 
достаточно выбрать с) и 0), удовлетворяющие условиям 
Е (50) | а), в@)) = с, Е (56°) | а), <@)) = >. 
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Таким образом, для того, чтобы получить в условиях задачи, постав- 
ленной П. А. Гельвихом, оценку математического ожидания расхода 
снарядов, лишенную математической ошибки, следует пользоваться для 
средних квадратических уклонений с() и с) оценками (102), лишенными 
систематической ошибки. В соответствии с этим для Й естественно пред- 
почитать? , исходя из требований П. А. Гельвиха, оценки (100 Ь13). 

Вообще же, как видим, в соответствии с точкой зрения П. А. Гель- 
виха, окончательный выбор наиболее целесообразного вида прибли- 
женных значений № при малом числе наблюдений определяется не ка- 
кими-либо общими требованиями теории вероятностей, а дополнитель- 
ными условиями, которые могут быть различны в различных практи- 
ческих вопросах. 
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А. КОГМОбОВОЕЕ. 5ОВ ГЕЗУМАТТОМ ЗТАТТЗТТООЕ РЕЗ РАВАМЁТВЕ$ 
ОЕ ТА ГОГ ОЕ 6А035$ 
ВЕЗОМЕ 
Еп рагфапь 4е чие]чиез ехетр1ез 6]6тепбайгез 1’алцеиг еп\гергепа 
цое г6у131сп сгИааие 4ез сопсерйопз з6пёга]ез Че ]а {Вбог1е 4’езишаноп 
э‘айзИате. 


* Вывод этот получен в предоставленной мне любезно автором неопублико- 
ванной работе Р. Е. Соркиня. Естествеино, что тот же результат сохраняется 
и в случае одномерного или трехмерного рассеяния. Сам П. А. Гельвих ошибочно 
считает, что данная им постановка задачи приводит к формуле (100 фег). 
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ВОСГЕТМ ОЕ ГАСАРЕМПЕ РЕЗ $СЕМСЕЗ$ ОЕ 1/9 85$ 
Серяя математическая 6 (1942), 83—40 Зече ша\ётаНане 


И. М. ВИНОГРАДОВ 
УЛУЧШЕНИЕ ОЦЕНОК ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ СУММ 


Даются улучшения некоторых результатов, содержащихся в известной 
книге автора '. Эти улучшения достигаются без существенного измене- 
ния изложенного там метода. 


В моей заметке «Об оценке тригонометрических сумм”? я указываю 
ряд улучшений моих прежних результатов и результатов, связанных 
с ними, достигаемых некоторым уточнением моего метода. Это уточне- 
ние весьма просто и, в основном, почти не меняет моих прежних рас- 
суждений. Подробное изложение указанных улучшений, ввиду наличия 
моих прежних работ, не представляет принципиальных трудностей; 
оно войдет в мою специальную монографию. Здесь же я ограничиваюсь 
упрощенной выборкой из него (в частности, опущены вычисления 
О-конотант и грубо вычислены входящие в оценки показатели) неко- 
торых результатов, относящихся к главам УТ, УП и УП моей книги '. 
\ 
п э 
произвольное положительное постоянное < 1, с,, с,, ... — достаточно 

к 


большие постоянные > 1. Символ У, обозначает сумму, имеющую < / 


Обозначения. Пусть п— целое постоянное, п >> 13, у= =*— 


слагаемых; символическое неравенство А < В обозначает: А=оО\(В). 
ЛЕММА 1. Пуств 
р=ВЯ,` В-№ Н-—24 


ни,..., 0, пробегают целые числа интервалов 
ПТ а. ео, 2 
подчиненных условиям: —р<Х,, У, <р, 
У; —Х; > А =1, она п), 


Ху. — У; > В(] = Ч... 0: 
Тогда число Е систем (г,,..., г.) таких, что суммы 
ео, о т.т 


1 Труды Математического института им. В. А. Стеклова, т. Х, 4937 
* Статья будет печататься в Докладах Академии Наук СССР. 


3 Известия АН, Серия математическая, 3% 1—2 
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лежат в интервалах с длинами 
р“, 2905 ре ) 
удовлетворяет условию 
п (п-1) п-1 


Е < Н 2 Р 2 
ЛЕММА 2. Пусть К— целое постоянное # >п, р> со, 
=" (#=1,2,..., №). 


Пусть далее при каждом значении &, независимо от остальных, заданы 
С систем 


(Иа, т? Ч»); 
каждая из них состоит из целых с условием 
о. < Р и 
причем, каковы бы ни были п интервалов с длинами 
и \% © 49 о. 
число систем, числа которых соответственно лежат в этих интервалах, 
будет « Ф,;. Полагаем 


9: =0..-... РО, (г=1Т,2,..., п): 
Тогда имеем 
О, < р’, 
причем число $(2,, -.., 2.) систем ((,,..., (,) с условием 
0:=2,, ..-> 0, = 2 
удовлетворяет неравенству 
У". 1) < ФО ФЕ 
суммируя же на все системы (2.,..., 2), имеем 
У (Ф(е,, + ‚ 2.))* < С, 5. . бФ: ... Ф,. 
Эти леммы доказаны в моей книге, упомянутой выше. 
ЛЕММА 3. Пусть К и — целые постоянные, & > п, 6>п, р, — целое, 
Р: > в, ре р = [у 105 Р (105 2)-1] (= $ *..) Е), 


р1 
1(5) = а, 1271... ах, Т,= р е?тё/(х). 


Тогда имеем 


тв На. 
|Т, ке а т ви» ух ое $), 
31=1 8.=1 


где 
На... в = РР (р, ... рь)- 25 2+... +аю)2т -20-пуа (в -1+...+ 5-1) 
) 


причем к, ..., 54) имеет вид 


и ср Г(хо) ах ) 
[2 ея 
К (ссоре о а ры О Иа) ,) 
&1=-—сра - 


ха= -срз 
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где система целых чшсеел х,, отвечающих различным К\(5,..., $), 
определяется числами п, К, р;; значения ф(т,, ..., х„) неотрицательны, 
и система их определяется числами п, К, р, т,. При этом 


= я Е 
ф (т,, ....) х„) < (Р, ... 2 2 а „_(- я: ) 
46" ты 
> (1, -.., %,))* < (р...2р) > 2+. „+35 (- чо у 
Доказательство. 1°. Положим В, = р2-з, 
Че = [Р-р +4] (&=2, ..., №). 


Нетрудно видеть, что 
Ри-1 < Р9: < Ри-1(4- ри-1). 


20. При {=2, ..., К символом Т, обозначим сумму вида 
т. а У ет (=), 
где х пробегает < р, последовательных целых чисел ряда 1, ..., [р]. 
Полагаем 
ь 
7, — И . 
Взяв какое-либо $=1, ..., т, и разбивая интервал суммирования суммы 


Т; на <2* интервалов длиною <Ё,,, мы разобъем 7, на < 2% произ- 
ведений 7: 


=— У 23; Я, = Я ... Я; 5 = № е?тя/(х) . 


В 2; суммирование распространяется по х на целые числа (все или 
часть) некоторого интервала вида 

ш- (#—1) А, <; <о-8В,.. 
Число & назовем номером 2,,;. Если среди номеров всех 2,;()=1,...,6) 
существует п номеров с условием, что разность между. каждыми 
двумя из них численно >> 1, то 7,, назовем правильным. В противном 
случае 7, назовем неправильным. Для неправильного 2 ., очевидно, суще- 
ствуют г<п—1 чисел 2,, ..., &, таких, что номера & могут равняться 
лишь 

2 --., В» 81-1, 5.) 1 
Число произведений с одинаковыми такими числами, очевидно, < 6", 
число же систем 2,, ..., &,, очевидно, < 2”. Поэтому для числа В), 
неправильных Й„ имеем 

Вь < 2. 

Правильные 71, обозначим через 21:. При $=1, ..., 11-2 правильные 
71, .+1, получаемые подразделением интервалов суммирования сомножи- 
телей неправильных и; обозначим через 2/,..1. Все произведения 2, , 
получаемые подразделением интервалов суммирования сомножителей 
неправильных Дит, -1 обозначим через 0... Для числа Е! произведе- 


ний /.., очевидно, имеем: 
Ев < 2. 


3* 
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30. Имеем 
ТЕ 2% 
2 = № 2. 1, 
$== 
о 25% 
ро пе 5 р. | — 7. @®-н9 < 
8—1 
т 2зт 
< имел Пенн № | з | 2. |°®-0 ; 
$=1 
ь ь 
[241< У ыы 12 < УТ 
7—1, 7=1 
причем каждое 21,; разбивается на < 4,,,2-° сумм вида Т:+1. Поэтому 
414128 
расса За, 
% М8 
2-го < е- 0-5 У) [25| | 24 |9 -0; 
в=1 


М, = 227-256 -п)(®- базы - 9. 


Эта формула, очевидно, верна и при { =А. Применяя ее к &=1, ..., К, 
ввиду 
ОР) ЧО ЗИ Фрь те, 


легко убедимся, что 
т На 


их, а "2 У пы" а 12| *; 


ЕЕ 


На бы р о 9 ды ‚ Нарет 26 — пб (®- ПЕ ... +961). 


40. а одно из произведений 
; а 
Я 
Пусть е?^/(®) — одно из слагаемых суммы Т,, участвующей в образо- 
вании произведения 7ь.,. Все сомножители произведения 2.„ преобра- 
зуются в суммы вида 
й (т) 
У пекин Е и) 52] 


? 
% 


где о; пробегает соответствующие значения х, уменьшенные на х,. Пусть 
Зи в <8,< ... «в, расположенные в порядке возрастания 
номера тех п сомножителей произведения Й\:„, которые характеризуют 
его как правильное. Имеем 


8:41 —8;>2 (=4, ..., п 1). 
Переменные суммирования и; для этих сомножителей обозначим через 


би, сз От 
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Тогда |2:„|° представится суммою вида 


ое РИ (хо), 
|“ от и ося О рат |. 
, 


ом : р п! 


У Ул м1 Пер 
= И’, НУ, И, =выь-Е ... Е Вим, а „У=-.. а "вул ? 
где число систем (И’,,...,И’,) будет < В". 


Согласно лемме 1, число случаев, когда У,,...,И„ лежат в интер- 
валах с длинами 


1 -- —“ 1 
 бичени о (1) 
будет 
пе. ПО 
< р, 2 ре 2 
Поэтому для числа Ф‚„ случаев, когда О.:1, ...,Ови лежат в интер- 


валах с длинами (1), имеем 
п 1 п(пв--1) 


25— — 23:05 
И р ПОЛЕ (2) 


Для числа Си:, всех слагаемых суммы имеем 
бы р 2? 
Ввиду Ф.., < Сь, формула (2) верна ий при 5, =ти. Поэтому (лемма 2) 
произведение | 21.,|*... | 2к.‚|’ представится суммою вида 
7650) пу м о у) 5, ] 


№ ые = ры й тг... т 4 


|981 0» 
где для числа %(х,, ..., 1.) систем (И,,...,0,) с условием 
И, = 21, -..) Ов= 2 


имеем 
а Е О) 


$ (121, ..., 2) < (Ра, --., Ра) а 
а 
бас ото _ 
ЛЕММА 4. Пусть О и Р-— целые, Р>0, (1, ви у - веществен- 
ные, т— целое, т > 1, 


п(п+1) 
2 


9+Р 


а 0 
а= «я, (@, 9) =1,9>0, |6] < 1, 8= Хо (Узьлучт) 


Тогда имеем 
о от 
о < ( Е +1) 0 + 91059). 
ТЕОРЕМА 1. Пусть т— целые, т > 0, Ои Р- целые, РЪ 0, 


мые» (а, 9=1, О, 10| <= 4 
<9-Р 
Е. +а,х, 5 = № е?татЕ(х) 


х=0-+1 
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Тогда имеем 
а ы 1 
а) 5 < т"Ра +, Р— ую АО’ 


если 1<4<Р. 
1 


8) $5 <«тР!-Р, р= 9? 105 2 (п + 4) ? 


ели Р = 49 < р"4, =Р^ 
т) 5 < Р!-ь, К ев СЫ л 


ели т Ре, Рас РН, др! ол, 0, х, — постоянное. 


3 
Доказательство. Взяв т = [| ‚ соответственно трем случаям 
1) Раеч=Р".,.2) Ра ч= 1, 3) Ра Рот 


положим: р, =[4'] для 1), р, =[Р!1-'] для 2) и 3). | 


109 ——— " 1) 
108 25 (п + 1) а 
к [Зо +1 | для 1) и 2), = ТВ -- 1 | для 3). 
Имеем 
О-+-Р-ри я 
$ = 2 Т,- 9 р; УВ Ко, е?ттЕ(у+х) , 16| < 4. 
у=9--1 
сыт, < пы уч, (3) 
Р, 1 1 Ря Г у 
у 


Применим лемму 3. Суммируя по у какое-либо одно значение 
К (5,, ...,5.), получим 


| 45 — а (31-- ... 4-88) (—45-- НЕ) о 
Ро Ирма Ра) За ( 2] ра 
У 


У к м я У е?тё((Уз- Уз )х1-+ ... (Ил Удхи) : 
Х1 Ув 1 


У 


где 


(г) т 
И; = п —- № ‚› У=т(п-+ а. (2 --у) та, 


и уь, независимо от у, пробегает те же значения, что и у. Отсюда 


в НН И п(п-+1) п(п-1) _ 
А Кена у № С] т о ь +85) ( %+:—— де. гс: 
у 


(Уп Ун)хи 1 ыы ара 1 ДАМ 
а ьь р (2 72 (т Е Па, — у) 


У Ш м у ши 


Применяя лемму 4, имеем: 


С<«Р(++1) тр" -- 4108 4), 
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что < тР! ++ ру для 1) и2) и < Р?+"2+*-т р» для 3). Следовательно, 


полагая с = (1—у)* и замечая, что р, ... р = р"-"3, имеем 


п(п-+1) к: п(п+1) 
ОКА тЫ 
у 
е 1+ пов З+тр-=-= 
где Иэт?Р ве для 1) и2) иГ=Р * для 3). Умножая пра- 
вую часть (4) на Н.,....:, получим 


п(в-+1) 6 


(4) 


25Е я 
Ра Ри 02 


Коэффициент р(и) при 54_и в показателе будет 
ри" 26 —п)(и+4) < ("1 (1 —п). 


Он может оказаться положительным лишь при и=1,..., [2]. При 


И) - 6 - пака - 4)+ ... 3-1] 


(51... +36) (т -э5+ 


таких и легко найдем 
? 


для 1) и 2), 2%. «< рз. 


РА 
ель корь < ра" Р 


тЫ У 
При этом сумма соответствующих (п— 1) (1-и) будет я Кроме 
Е» г е 
того, р “ < Р® для 1) и 2) и<Р® для 3). 
Поэтому для 1) и 2) имеем 
Тв «< р ов чз и. < р р ес 
он 
5<Р та. 
а для 3) имеем 
ое < рр" в < и 
С 0,35= 
«Ро *, 
откуда и следует теорема 1; в частности «) является тривиальным след- 
ствием случая 1). 
Повторяя почти без изменения доказательство главы УШЩ, без труда 
получим следующее улучшение теоремы этой главы: 
ТЕОРЕМА 2. При условиях теоремы 1 (без условий, содержащих т) 
и любом \ с условием 0 < {|= 1 число дробей ряда 


Па --Ь...Р 
удовлетворяющих неравенствам 0 < {1 (2)} < 1, выражается формулой 


Р-Н, 
где, соответственно случаям а), В), 1) теоремы 1, имеем 
а) Н«Ру +, 
В Н<Р!-*, 
о ы 
Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова 10 И 1942 
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40 1. УМОСВАРО\ 
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1. УТМОСВАРОМ. АМ ТИРЕОУЕМЕМТ ОЕ ТНЕ ЕЗМАТТОМ ОЕ 
ТЕТтбОМОМЕТЕТСАТ $0М$ 


ЗОММАВУ 


Тре ше/1о4 о! \№е аи фог з1уеп ш №3 Боок «А пем шеШод п фе 
апа]уйса] \Веогу о! питЪегз» 1) 13 пргоуе4 \уИТойь сВапре оЁ 1Ве 
Гапдатеша] 14еаз. 1а рагысиаг 1Ъе гоПоуйпя \еогет 13 ргоуед: 


ТНЕОВЕМ 1. [её т $е ап певег, т > 0, О апаР фе гшевегз, Р>> 0, 


0 
би Ка, (а, 9) =тТ, 9>0, 10| < 1, 
О+Р 
Е (1) = ав +... ах, 9 = о е?титЕ(х) . 
х=0+1 


Тлеп %е расе 


1 


и 


] 1< 98; 
2 1- — 1 
8) 5 «т ‚Р в Р— эт 16 2 а +1 › 
ПР=9<Р", дер 


П5<Р! +.  р=— 


Эпз 105 пе. $ 


тер, Ре РЕ. 9 = Р"+!-: 


от > 0, ч, 15 а сопяат пит- 
фет. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГТЕТТУ ОЕ ГАСАБЕМ1Е ОЕ$З ЗСЕМСЕЗ ОЕ 1085$ 
Серия математическая 6 (194°), 41—70 Зее ша'пётаНаце 


ю. В. ЛИННИК 
НОВЫЕ ОЦЕНКИ СУММ ВЕЙЛЯ ПО МЕТОДУ И. М. ВИНОГРАДОВА 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе излагается видоизменение метода И. М. Виноградова 
оценки сумм Вейля. При этом получается улучшение этих оценок и 
аналогичное улучшение для асимптотического закона в проблеме 
Варинга. 

В настоящей работе излагается новый вариант известного метода 
И. М. Виноградова для оценки сумм Вейля, который приводит к не- 
которому улучшению этих оценок. В частности, для 

Р 
КУ — № ет (аох? 41-40), 
х=:1 
а 0 : — 
где =; (а, 4)=1; |8|<1; Р=9=<Р""*, получается оценка 
р АИ 
сит, ЕЕ г 
п? 103 п 
и аналогичные оценки для других значений 4. Далее, полученные ре- 
зультаты применяются к изучению асимптотического закона в про- 
блеме Варинга, причем доказывается, что известная асимптотическая фор- 
мула для Числа решений уравнения 
зона... 20 =М 
14 
имеет место уже при г > сп ° *п. 


1 


Повторим для дальнейшего ход рассуждений И. М. Виноградова ['] 
в слегка измененном виде. Основной оценкой метода И. М. Виногра- 
дова является следующее. Дано п форм от 6, переменных вида 


У = 00 +5, 
где с; независимо пробегают целочисленные значения 
Эр... В). 


* В статье автора «Оп У!еу!’$ зат5$», печатаемой в Математическом сборнике, 


ь о 
ка: о а 
достигается оцен В п шя 
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Требуется оценить сверху количество О систем чисел 5,,5,,..., 85), 
для которых числа У, И,,..., И, попадают в предписанные наперед 
сегменты соответственных длин 
т р аа Е 
и сравнить его со средним значением 
п(п- 1) 
Ь1 ааа. ь п(п+1) 
Р*Р т 
п(п-+1) >В з 
2 
Р 


При этом желательно получить оценку 


бар (1) 
(=> 0 фиксировано и сколь угодно мало) при возможно большем | и 
возможно меньшем 6,. В частности, И. М. Виноградов получает такую 
оценку при 


| е 


\ 
ь 
— 

| 

| 


1 
Е зы 
Мы же получим такую оценку при 6, > Сп? тп; {=5} 7=[п8], так 


что наши сегменты будут несколько уже. 


2 


Пусть мы располагаем оценкой (1) при данных п>2, 6 и 1=7, 


где г, 6 (0, п). Выведем тогда по методу И. М. Виноградова ['] отвечаю- 
щую ей оценку сумм Вейля для полинома степени п-+- 1: 


В (<= АА ь- 5 Ав (А; реальны) 
Р 


Зо о е2тёГ (г). 


= 
= 


Вводя «лишнее суммирование» по хот 1 до р,, применяя неравен- 
Р\ 


ство Коши — Шварца и полагая Т, (у) =Т', = № ет Е(у+=), найдем для 


Х=Е 
фиксированного целого Ё и ф 


р 1 
1 5 
<> (рАиха УТ, № "+ р. 


у=1 
Далее оказывается, что если положить 
®-1 
— 7!- А —1)2 = 
р. =Р! и р. = ра в ое 3 р. о ) 
5 [3 
то |Т,|’ можно мажорировать суммой < р!’ (рур»... рь)-? слагаемых 
вида 
К(у=К=Т, ...Тьь, 

где 


9 (5) = Е(у- 5) = Вы" Вол +... В», 
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где 
В =А; Вь =(п-+ 1) А(% у) + А,; В; = В; (т., У). 
Если 6 четно и 6 = 26,, то, полагая , = | Т,®, найдем 


й, = 2 ета { ВУ, ка +ВоУт+ -.. +Ви-1У р}, 
Ол» --- 30,6 
где 
ов п-т 0+1 +1 ‚1 
У, аси" Нов +... + ыы... 9. 
п а т п 
Ув =ои-Ноь + -.- Ты -быыа- ... = 
Уи =ои- о + --: фа бы... 0 
и величины 5, (:=1,2,..., 6) пробегают независимо друг от друга 
значения 0,1,..., [р]. 
Далее 
К =, ве, "$ ИЕ У е?®иВО „1+ Во/ + ... +В), 
где 


Иа = Ипа У,, п+1-+ ... НИЕ, п+1› 
т И + У» р в +» 


а О К Коль ее Та п 


Из оценки (1) сразу выводим, что число значений (2:1, 0, ..., 0%), 


для которых Та, У», ...; ИУш лежат в предписанных интервалах 
длин «р! «ра; ...; < ра-®, будет 
ь ыы. тео; 
< с.Рр,1Р, = С.Р, 


А отсюда непосредственно следует, что число 1(2,,..., 2} решений 
системы уравнений 


Пе ЗЕ Вы 5. ((„-, — любое) 
в целых. числах 2. (#=1,2,..., А; 71=12,..., 6) будет 
ды 
$ (2172.5 Ле» 34) б& (Ф,-- а Рь) й 
и 
ы И 
о [$ (21, -:.) 2.) < 6: (Р: .. Ра) я 


2) « 7 


0 
Далее, если А= а; (а, 4) =1; |0|<1; а>Р, то, как показывает 


И. М. Виноградов, 
х ' 2 т» _п 
(ук) < У 19(4,... ЭРА... РРР." 919. 
У 21. 


2 
При наших оценках получаем 
ь_т(+0. па 
ЕЛА ак ПИ 


у 


1 
> 


$ | = 
. 


(1+ р: "9 1 9) 
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> 
>> 


Далее 
11% 
Ча ал мою 
ОИ ЕЕ АИ = , 
так что 
п, ОЕ С 
(р-р "ПОРА * " 
Отсюда 
у К : к а-я > т а 5 
К ср (р... РР, (1 р; "91 9) 
у 
И далее 
у а -- = = БЕ 
О рощ: (2) 


Это и есть основная формула для оценок сумм Вейля. Мы видим, что 


чем больше число 1, тем меньше надо брать А, чтобы нейтрализовать 
(4—9) пи 1) 
влияние фактора р, ? ‚и тем лучше будет оценка. 


3 


Пусть дано п форм от 6, переменных 
=. Р-Р 
а а а О=е=р 
и Е о 
и п сегментов вида 


НЫЕ: р м. \ 


. 19; = 4. 
М, бурю, Му. | 
Требуется оценка сверху для числа О систем (в, г,,..., сь,), для ко- 
торых У,,И,,..., И, попадают в сегменты [,,7,,..., Л, 
Зададимся произвольно малым фиксированным э > 0. Положим 
2 

р [7] +65 А =ра-ом; 2,5 ра-о+, ..., В, = ра-учя 
и рассмотрим ых уравнений 

р «Ну. Ну, — ... +у,=М 1) 

у 2-93 Ул Е Бе м (3) 


Ма НЕ > и 


где У; наши формы от 6, переменных, а 7;; независимо пробегают все 


целые числа между —Й; и 2, (1=1,2,..., тп; ]=1,2,... т). Пусть 
Т — число решений этой системы. а можно Ворзкдажнни что 
Т 
© < ии. 
ы п 


В самом деле О есть число систем (5:,0,,..., 6ь,)}, для которых 


У, =ь, -- и Я 


м я 
У, =... ЕТ, 
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Пусть (5',52..... 8) = одна такая система, и ей отвечает система зна- 


чепий форм 
Е 


Тогда имеем 


И - 2 
о =; 2 7 о — =, 
ГМ. — И | = М ти 
Пусть при каждом * Уз, 9:3, --.-, У» пробегают независимо все 
2: 71 5 
целые числа сегмента ит ((=1,2, ..., п). Определим для 
каждой системы их значений у;, равенствами 
о Е 
у: = М: — 1—9, —... — У (=1,2,... п). 


При р >> Р. (1) правые части их будут удовлетворять неравенствам 
9 


—. в. у = 2. 


Поэтому каждое значение у; будет лежать в [—1,, 2,|, и мы получим 
решение системы (3). 


Итак, одно значение а а дает нам не меньше 
т-—1 т-1 И г- 
различных решений - Ей значения (5°,..., %.) дают также, 
очевидно, различные решения (3), хотя отвечающие им У', !’,..., Ул 


могут совпадать. Отсюда имеем 
Оо до 
ты 
О < жи. (4) 


4 


Число решений Т системы (1) легко выразить с помошью п-крат- 
ного интеграла. Для этого введем выражения 


р 
(2) =сх Роль... Ро За... в) = № ет (х) , 


[2.,.} 
этые, У 
= ь е ВР У; = уд Е 2 -= => -Е Ч. 


Тогда 
1 


1 + 
о “=, \ Ч. \ фа [$ (2... 0) 57 5 


0 
Л > е-2® (а М 1-- 5 +в М п). 


Примем теперь во внимание известную оценку 


1 
[9х | < (а) 
1 1 
Если 1— ра 2, —= ав} то 
7, 7 И. , 
обо еРм [5 |" << (к == 2 % УЗКО. 
2 


Р 
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1 


Поэтому, полагая 8, = $12. 2) наем 


ро 
и 81 
т 4 \ Ре \ доме. 
-б -9я-1 — 61 


те ОА е-? Ка М 1+ -.-+авМ ») -- В, 


[2 т т 
ре ИИ 
де В < — що 
р 2 
Разбивая последний интеграл на сумму «1... бл слагаемых вида 
8, ый , 
\ Фенигае \ аа, [5 (а, ... › в»)]21 ета Ма+ -.. 0иМ паз 1+... ан), 
-б» А 
найдем 
5» б1 А т 
рай... 0 
И о \ ба. } 42.15 (@, (за) +0 щим |. 
о. р ри: 
Поэтому имеем из (4) 
е { ы2,... 2 
рб: 2... 
Фей ан 21 \ фа, } 42, 15 (в, коса) РА Ок =: Ян.) 
—, 8 ЕЕ 
я (п-+1) 
па 
Учитывая, что 0, ... Йа=р ? и полагая 
8 81 
= \ 41, .`. \ 4,15 (1... а), 
—%» — 61 
найдем а, 
(п-+ 
РН - + 
ао рыр 8" 
© < Р ЕТ п(п-+1) 3 
2 
Р 


откуда, учитывая произвольную малость 1, выводим, что для получе- 
ния оценки 

9<е:р т 
достаточно установить оценку 


в 
р 
5 
“= получится, если мы, например, назначим 


в качестве пределов интеграла 7 числа 


—зтар =) (х=л, п 1, ея 1). 


Ь;: +-® 


воею (5) 
2 


Оценка (2) в 1= 


Если мы докажем в этом предположении и при 6, =п* оценку (5), то 


это будет отвечать, согласно предыдущему, оценкам И. М. Виногра- 
дова сумм Вейля < точностью до постоянныя множителей. 
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Такая оценка нам будет нужна и для дальнейшего, поэтому зай- 
мемся ею. Пусть 


212 р\а у) (х=п, п—1, ) 1); = п 
би 1 ; 
1= аа, ... 15а... ан) 
бв Са 


В силу положительности подинтегральной функции, / только увели- 
чится, если мы несколько расширим его пределы, полагая 


©’ 1 З ой р 4 . . ЧЕ 1 . 
бл — Эда? бп-1 = зря; о нЕ 
ён р 
реа 51-— | 
= \ 4, д \ баб, ‚= ( ИИ \ 15 (5... , ан) [1 до. 
-2ы -81 2 


Достаточно поэтому доказать, что 
я р 
их 4 тр ° (6) 
р 2 
Для этого воспользуемся следующей известной леммой Ландау — 
ван-дер Корпута [*]: 
[2 
Если = ет / (=), где |(х) существует и монотонна в [а, 6], 
х=а 
в |" (2) < тв [4,6], то 


15| РО‘ (7) 


Имеем 
1(<) = ид” и аи-1--... 05; 
Р (2) = пех" -1- (п — 1) их"... аа. 


= 


В нашей области интегрирования О будет |] (2)| < 5. Сегмент 
[= зря | разобьем *, идя справа налево, на < шр сегментов 
вида 
1 1 . 
АЕ [ т? р"-1+т ь) ор ] ) где Е [0, 1]; 
крайний левый сегмент будет иметь вид 
1 1 1 4 
А.=| = ( - буде =). 
я О Е 4 р"-1+ч у 21? р” 
Еели для точки М (аи, би_1, ...,91) области О будет |а„|ЕД., то 
(п —1) аи | (п — 2) ан-1 а, } = Эр 
АЕ { РП“ |” Р*П“ бы А” И 


4 =. 
р [о, Зари = | разбиваем пополам, левую половину — опять пополам и ч. в. 
пр 
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иначе при некотором х было бы 


О > 


что невозможно. 
Каждому А. сопоставим сегмент [8"п!, 2р?] (если только 2рт >> 8"п!) 
и разобъем его, идя справа налево, на < пр сегментов вида 
А. = [р?, 2р?]; р<35; 
крайний олева сегмент будет иметь вид [8"и!, 2р?]. Далее, область О 
разобьем на области трех типов: 


4п (пр 


1° Области О., с условиями: 


а) [ви | ЕД., 

2° Области О-, с условиями: 

а) |0» |ЕД., 

ь) пах { вы и } < 8"! 
РПаь РП 

3” Область О’ под условием |в„| «яя - 


Число областей О-, и О, будет < (1 р)". Каждая точка О попадает 
в одну из областей или на ее границу. 


Подечитаем объем У., области О-,. Имеем 


1 р'Р РО * 
ка ен 
ЗЕЕ ож р 
п (п-1) 
р. 1 (8 
= С би РЕ ЕЕ > ) 
1 р" 1+т-р)п 1 Ия 
Р 
Для области Оз. имеем 
1 
УЕ, и. 
РКО а (8') 
Р 


Возьмем какую-либо область О., и оценим 


\ не \ 15 (1...) 4. 


[е) 
<? 


Положим с=1—ч--р. В каждой точке М (>, 
выпишем нули }’ (2) = па„л"-1-+-... 4-01 
Н=о+й; Б=о4их о аа И 


п отметим «опасную зону» Г, для значений х в виде $ <п—1 сегментов 
под условием 


п-1, ..:) @,) области О-., 


Е 1 
12—39] < р!-”; у=_; х=1,2,..., вп 1). 
Число целых х, лежащих в опасной зоне Г., будет < р!-°. 


Дадим оценку для |’ (5) енизу при хЕГ. 
Имеем 


Ре ва ИЕ. 
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Далее для какого-либо х, среди чисел х=1,2,...,п—1 должно быть 


(п —*) а, 
—=о 
ый | о ЗУНЕЬЙ 
| па к. р ) 
(п — 0) аи. з 
и так кк ——_—*® есть симметрическая функция &, получаем 
| У вы... бы АА 
> 5 


и для какого-либо из этих произведений, скажем, &,...,&,, буде» 


Кор 
А ее 


. 
? 


Не все ж величин !&1|,...,|»| удовлетворяют неравенству |&;| < 
иначе было бы 


ро 
"р — ЕР (ибо р?>> 8"п!). 


Пусть 
1812 2р (=1,2,...,]); >] >; 
[< р, 1.4! < Эр. 
Тогда 
хо 
, Р'Рр 
[51| | Е > вар"! 
| } т р : 
:—@|... [2—6 > 5719 |... [87| > ре, 
р Е 
ибо |2—8;|>518;| при |4):> 2р; 
рр -6д®-1-9 с р" 
и > ЕР р а 
Р р 
ыы 1 5 
ттт 1—5» 


Выделяя теперь из участка [0, р] $ =п— 1 сегментов «опасных зон» 
Г, и разбивая оставшиеся сегменты на участки монотонности }’ (2) [их 
будет <п— 1 по числу нулей ]” (5)], пользуясь (7) и (9), найдем для О. 
|5 (24, 2..5 в) | < р-р! < р!-7, 
15 (%1, 3 би) [1 «ре О"). 
Учитывая (8), найдем 
. р 
ее. ян) а фо < у. 
0-5 РЯ 
6 


Обратимся к области О.,; положим с =1— т. Назначая, как и выше, 
опасные зоны [. вида Зи 9 =<р!-°®, найдем вне Ё 


Г (2) > с, 


ри -<9 (и-1) = ОА ее 
5+$—5% 1—9 


Е, ых 
и, учитывая (8’), получим 


\ №. $15, ..- .. 3 @н) 1 40 < 


0-9 


ретЕ 


р 


ЕЕ ` 


Р 
4 извеетия АН, Серия математическая, № 1—2 
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Рассмотрим теперь область О, где |„| = 


Полагая | (2) =аи_12"-1 4. Фоит, найдем М ®-#)1< 35; 
[11 (2) | 
лы. 


м. 


если |}: (2) | > р, ТО [Х (2) [> 


=(п— 1) в._12"-1-...- 0 и его старшего коэффициента (п— 1) °„-1, 
введем разбиение области Ох на области Ош-5; Охо-о и Оз, и совершенно 
так же, как и в $5, положим в«=1—*-р в Ош-; <=1—т в Оо 
1 * 


и назначим опасные зоны из сегментов длин р!-°; у= = 


дем иметь 
Тю-› или Ум < 


Р 


пса 


1 . 
Если теперь = ‚ то р’ < сз; 
Р 


рН 


- . 1 
р1-* < 68; Гоща [< яве = 


Таким образом, учитывая вдобавок, что число областей О-, и Оооо 


будет < (ш р), получим 


Обо 
1 сз 
2п2рй ф”-1 


1 


1 
Эп2р” ° 


1 


соо < 


Исходя из выражения }(х)= 


142) 1> т. 


1 а 
\ ... 15а, 2: ба) |1 4% « я лор + 


г \ а. \ ме | 9 |5 (ел, вы) №. 


1 сз 
7 2т2рй рп 


Вводя теперь (7) =а„_›2”"-?*-4-...ф ах и замечая, что в области 


интегрирования последнего интеграла |} (5) — 5 (2) | < хе ‚ можем про- 


= 93 


вести для него такие же рассуждения и разбить его на части 


61 2 
Р1(шр) 
о (п- 1) (п-2) 
Пр" Ир 2 
1 сз сз 
ит ря ря- 


+ \ Чо, ) Чт _1 \ Чье. 


ыы 1 Е в 6$ сз 
212рп р”-1 ^ рп-2 


Продолжая далее те же рассуждения, придем к оценке 


( ь 
` г 15, о) ао < Рон + 


* Вместо более узких р “-\. 


(й-1) 
сз 


сП-0 
з 


р 


41|5 (1, .. 


—- 


т(п+1) 


53 ба) |1. 


а 


Тогда бу- 
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о еее щртььие ЧЕ 


Беря в последнем интеграле тривиальную оценку |5 (1, ..., )| «р, 


(1 
Р 
получим, что он < ео Вспоминая, что число областей .9 и 


0 < (шр)?, и складывая оценки интегралов по всем областям, найдем 


Хх 
Теперь приступим к оценке /] для случая, когда 1=5, где 
ыы 
г= [п ?]; 6, =Ст’ шп: С, фиксируем в дальнейшем. Имеем 
а би-1 81 


т 4 \ ОЕ \ 41 |5 (а1,..., т) №; 


в — 8-1 — 61 
С 1 
ее (:-=): 
Р 
Мы лишь увеличим 7, если расширим его пределы и введем 
[4 8н-1 ва 
л= \ 4 \ Че. \ 415 (аль... рвы) Рь 
= —ви-1 61 
где 
й 1 й 1 о 4 
и я ; 8,1 п-г1? еда д 
К 1 ; 
8;=8, т а. 


Область интегрирования интеграла .]’ обозначим через %. Разобъем % 
на три подобласти (=, 9%. +3. Пусть 3, состоит из точек 
(ап, „1, ...,@1) © условием 


1 
Е 


3{, состоит из точек (т, @и_1,..., 91) таких, что 
1 
= <|%| < 
"+= 
Р 
3 еодержит остальные точки, так что в $ 
1 


Тен [< === 
п+ 


в-г) 


п’ 


в 


Р 
1 
Обратимся к области %,‚. Сегмент [== = | разобъем справа налево 


р 4 
на «пр сегментов вида 
1 1 
Аи = [зря ета | ; тЕ[О, г]. 
Крайний левый сегмент будет иметь вид 
1 а . 4 ИЯ 
Аи = [= рае ВИРТ В 
4% 
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Для данного т будем иметь 


1 @,-а Чт+1 1 
и | В у. } 
В самом деле, иначе имели бы для какого-то х 
п? т_х 1 


Р-Р 


ав | > 5 Ан 


Р 


Л 


что невозможно. Соответственно сегменту Д„ введем сегмент [8^п!, 
2п*р”] (если 2п*р" > 8"п!) и разобьем его, идя справа налево, на «< шр 


1 
сегментов Ата = [5 2, ра | ‚ из которых крайний левый будет вида 


Ата: = [8"7!, р]; рЧ < 2п?рт. При помощи их построим < (тр) обла- 


_- тая 
"а, 


у .... 


стей вида „а и то, причем: 
область @,„. состоит из точек с условиями 
1) |. | Е Ат; 
2) тах Е | } в та? 
3) [а;| <8, (0=г,г—1, т 
область а, содержит такие точки, что 
У |а„ | Ат 
НН... т. = < 8"; 
3) [а; | = 8, (г т—1...1 
каждая точка а, попадет в ат, т РР 


Мы имеем 


\ о \ |5 (а... ао = У \ ые: \ а 


а1 @1т9 


+» и \ |5 (ан -.., аа) 4». 


@1то 


2.) о 


Рассмотрим для какой-либо фиксированной области 1: и“ Интеграл по 


ней 
У: = \ ... \ | 5 (а, „у „121 о. 
“1та 
Составим число г’ =г—т--4 и пусть 
г’ =г"- 6, 
где _[”'], если г’ нецелое, 
г’—1, если г’ целое 
и 0<69=<1. 


По числам г’ и 0 определим целое число © так: 
г”--4, если 0=< 
я => ? 


|" +2, если >55. 


9р2 
Мы имеем И ибо р’ < 2п*рт 


я’ =г—-т-+9<1— и пр 


. Далее т < г. Если 


‚то а, ии < О (0 — область, разбиравшаяся в $6). 
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2 
В еамом деле, т тогда должно быть > ыыы гв 


шр 
| = Е («=4,2, ... пт 1) 
Е 
|2; Зря (=т,т—1,...,1), 
> 


ибо и <=1. 


1 212 
Будем считать поэтому, что г’ > 1 — 


= 


пр 


Отсюда г >2. Далее видим, что о <г- 1. 


$ 


Нользуясь этим числом ©, оценим объем У,„. области та. В этой 
области, и даже более широкой, будут выполняться неравенства 


1 
ыы 
О и - = | = [5 | - га =. р = к рт. рр" («= 1,2, 9:93 пг— 1) 
| © 1 Ч 7. 4 
о Ога. 1), 
ке а) 
Отсюда 
1 Рр* 
нь С р" "+" ре тьт С 
72 (7-1) 
р"-"-1 ря — 


Можно утверждать, что 


рт Ч 1-79 
Уи, __РР РР» 


та пр" т+т * р" т+т г. 


72—Т „4 [0 4 
О в по =пфьэт-г—1 и яж ри, ибо т —=т; 
рр 1 | 
ВЯ ео 
т? (7+1) 
р. ДЮ 1 Еж 
‚р Ув —- р” чая о = 2; Е ей 


Далее имеем 


Е 
р ии } 
Унта < бити ° 


Но 7’=г—т--1-<в, поэтому р"-® < р*-@-т+я. 
Отсюда 
ий 
2 
Р 1 Р 
5 ре +0 < 6 м : р 
р 


у 


—. 
та > © 
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Это позволяет нам заметить, что если в области а,„. справедлива 
оценка 
75 (21, ---, вв) <= ср", 


то 
ро 
1 Е 
\ РА \ 15 (а, ...у „)! ‚ о < Са ЕТ © 
@1та р 2 
9 
Пусть (2„, „1, .... 0) фиксированная точка а,„.. Составим значения 


}(2) и ее производных: 


(2) = -- о, 2-Е... Ра; О=х=р, 
м (5) — О а м, а +... Е са; 
й: (2) = сд” * г Ср аа =. +... 6%, 


№" (2) = с лия сиб 
кю (х) = Сл. 


Выпишем корни }(5) и ее п-1 производных. Пусть будут 


т, в корни 1(5) 
в корни [ (5) 


эс ва 9 еее вы 


ар корень /[”-1 (5) 


Пусть &) =сФ-- ИФ; каждому 0) сопоставим «опасную зону» для 


т, определяемую условием 
< *- М 
о ар АЕ Де 
Эта зона, которую мы обозначим через Г, состоит из 5 < п’ сегментов 
длины «р!-% и содержит < р!-% целых значений т. 
Пусть дано какое-либо целое хЕГ; тЕ[0, р]. 
Оценим сверху и снизу величину 


К?) (=) 
1 


о 


Оценка сверху. 


5) | #—® 9—1 
к [ р Ррр 


р" "т р" "+т 
рр” 7—1 р’+1-® р’" о 
РР а | 
5: ) ° (1-/) 
Р р 
Далее, 
р’ 1 


ЕР А 1 
в-(г-т--а) = 4 


р 
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Значит 


Оценка снизу. Обозначая а„,а„.,....а, константы, образующиеся 
при коэффициентах |(1) при с-кратном дифференцировании, найдем 


я а а а в а 
Ко (2) = дл, (ато ее Ви... В, ,), 
% ® п 


где 
а 
п 1 
ЕР 
8 “и -2 2 
з Р*а» Р ) 
а 
ых х 
а р, 
“1 м1 
Ре р" а Р , 
Ч, п— 
Ва риа Р 


2 <т-Ё-1 и, следовательно, по определению «м будем иметь для 
какого-либо «Е [1, п г— 1] 


|», [== рр рт. 


Далее 


хо 


(—1)9.= У №... 


Поэтому хоть для одного слагаемого, скажем, для &®... #5, будем 
[о 


иметь 


р®о+9 
о ы 
Не все величины & (/=1,2,..., ж) могут удовлетворять неравенствам 
|2] <2р, иначе имели бы 


+9 
|0... Ко |2чрю < РГ”, ибо ра > 8% п! 
5 ! 
Поэтому среди них будет /(х› > {> 1) величин с условием |{® | > 2р 


(#=1,2, ..., 1). Для остальных же будет |), | < 2р,.... м < 2р. Тогда 


получим 
о 1 
(5) а о РЕ Га 
|5 | -- 1, от 20-7 р! > шР у 
1 
Далее, при || > 2р будем иметь, очевидно [2—8 | > ты. Отсюда 


|2—® |... |2—® | > с,рч. 
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Теперь имеем 
| 9 (2) =. а, || 2—9 || 2— 9 |...|2—®, > 


= ы р/+арИ -з) т-э-9 = 


арт 


И ааа. > Кл ааа. сане 
— Эт ро (г-т+9) рю (п-э-0 > 212 ру-(-т+9 рт $ 
24 
Далее, У, бот} в— (7—т-а) < 5. Отсюда 
1 ®) 1 
о! ВЕТ 
20 * 100 
Значит 
с ОЙ < 
21 К о! > Е ы 
р80 + 100 ре 
10 
Теперь оценим сверху [+1 (5), К°+?) (5), ..., К” (х). Имеем * 
-_-э 
О: У в < < Фа 
К (=) Я = 9 ^р-*, 
и 
+?) (®_" У а < 1 
{2+ (=) ат РГ 5” 1) р! -*" ) 
2%) @} а 
д"= 1) (=) 1-%® 
Отсюда 
4 
(+3) 7| #(9) а а 
|1 (2) < (2) а. 
и 
р Гы 
Положим для данного хЕЁГ,, за | Тогда 
Су 1 С5 
С си 
рб рб ^ 100 


Введем величину 0, зависящую от { и у, следующим образом: 
р’-!, если у>4, 
22 
= рн. если 3, 


| 

р! , если у=2 
[2] 

‘и оценим еумму 5’ = № ет! (х+1) . 


2=4 


* Этой простой и эффективной цепи оценок я обязан любезности Д. К. Фаддеева. 
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Имеем 


2 2 К” (х 
и НЫ 


ау) 271" (2) 
ра ... Е = Ир . 


При у> 4 получим 


7+1 уе+о (=) У — 1 72 
(У 1)! < р! р1-% < 


«1.2 - 
1100 > 
Далее 
| и а 214 81 
чб НУ 1100 < 10 3 К з 100 < 0,13; 
У 1 
100 в < 100 * 
Значит, при у>4, |2|<й 
| ЕЛ) а Зам ТС 
+1) ре | аа | 
2+ (1) 7 а 27] (2) ( 
Зоб их Фин! | | 
Отсюда имеем 
1 то — 
пени АЕ во 0,36 
роз 
Полагзя 
2 (2) 50-0 (=) 
Ф (2) = =. ей .*- +7 (2), 
найдем 
[2] [2 
ео е?®И (х+7) — > е?та® (2) - О (ян 558 )- 
2=1 = 


В случае у=3 имеем 


2 : а 23 
й=рз < р" 510 < ро 
й еь 3 
24/4) (=) г 2 1 
РЕ] кт ИАо ов < 88 2 
р 
1 
0,38 › 


вок, с 


а а 


п] 


58 Ю. В. ЛИННИК 


В случае у=2 имеем 


10 1021,11 2 
2= р. < "9, 
и ии 2 
23/8) ® < р & р 20 10 100 в. роз6Т < Е 
3! р°-99 ро’? р’ р?*3? 
ие) И 
п! р’ < 


Отс юда и подавно для у=3 и у=2 получим соответственно 
а ( уе" ©) ) 
И 2 [128—480 ——+(х) Их 
МЕ Ач +0 (=), 
2=1 Р 
[2] ‘(= (х) 2/’ (х) ) 
ата [| Их) я 
о 2! 1! Ре 
5 = > е +0 (ве). 


2=1 


12 
Теперь оценим суммы 5°. 
1° При у > 14 применим такой частный случай оценок И. М. Вино- 
градова [*]: если 
[741 


$5" = У! 61546 $ (2) = 22° 02-1... 5; 


2=1 
6 
=; (4,9=18; [2] <9<4[2]-1, 
то 
ЕЖЕ 
15" | < Я 103 пу .. (10) 
1® (=) 

Проверим, будет ли «= —я | Удовлетворять нашим требованиям. 


Имеем 
1 
Е 6. 


0 й 
Положим т=4`[7]*-1 и пусть а = ие — ‚ где г — последняя под- 
Ч 


ходящая дробь с 9 —< т. 


1 


Число а=0, иначе имели б ЕЕ а _ 
т ы || < в [2 ]-1 <, но @— 


1 
— г. Если а + 0, то 9 > [2], иначе имели бы |«| > 57 ‚ что невоз- 
можно уже при у`> 2. 


Итак, [2] <ч<4[2]’-! и оценка (10) для |5”| имеет место. 


2°. При 14 >у>4 придется использовать такие оценки Вейля (:): 
если 


Ф (2) = 22° ... Ай 
а 0 
тей (а, 9) =1, 
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то 
[2] 


1 
Для нашего случая получим 
[2] <9=< о 45 
5” |< 227 д 5 та: АА т. 
Беря = = ‚ найдем 
15”! а а 
39. При у=3 берем =“; $— 100 [2]. Так как у нас а= 


5 
‚ то [2] <4 < 10028 |5*| <. [5 


в ее 
)* <2 ’ сари. &= 
7? 


1 


. ев 
106’ И подавно |5“| «7 #2“. 


— 


| 


19 
При у=2, а=—= берем «= 100[2]® и так как 4 тогда > [2] и 
рт. 
19 


< 100 715, то 15°. (- ")* < и 21 при е— 4 и в этом случае 


100 
710 
АИ 
15% < я 214. 
Итак, имеем оценки 
1 
7 юз, при у 44, 
15" |< 1 (11) 
С при 2 < у< 14. 
13 
Дадим теперь оценку 9 (&,,...а„) вСьиа. На сегменте [0, р] отметим 


опасные зоны ®& из 5 < п* сегментов длин < р'-®. 

Совершаем такую операцию: берем крайний левый 2,6%, вычисляем 
ие и по нему 2, =2(5,); затем полагаем 1.=5,-2[2,; если 1,6%, 
вычисляем 7, =2(1,) и полагаем х, =х, + [2,] ит. д., пока не придем 
к 2, такому, что 1,+[7] 6%. Тогда берем в качестве х:.: крайний 
левый х, который > 2;+[2] иЕ® 

Продолжая так двигаться далее слева направо, покроем все целые 


точки сегмента [0,р], которые Е ®, сегментами [7;], может быть даже 
часть опасной зоны будут покрыта ими. Существенно, что левые концы 
наших сегментов не будут принадлежать ®. 
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Оценим [7,;|], Имеем 
21 У 1 


1) при У>4; с. ря 20-1) < [2.] < ро С- р ЗАб0: 
1 


2) [2] > с,.р® при у=3, 
1 
3) [2] > с. р? при У=2. 


1 
Во веех этих случаях [Й] >с,р*?°”. Поэтому число наших сегментов 
1 


1-5 

будет «р №. 
Далее, для каждой из еумм вида 
121] 


и » е 27а (х:+:) 
2=1 


будем иметь согласно вышеизложенному: при у >> 144 


К Че 7. 
15’ | < 2; в Е К т › 


„бб 004 пу 


1 
(ибо 2, > ср”); при 2<у< 14; 


1 


; Е я и. 
151 < 2; ИЕ а Зак в 
Р ^20-487218 


Непокрытым сегментами длин [0;] будет только ® или часть его. 
Отсюда и получаем основную оценку 


15 (а, ... 2.) | < 


1 
Пи. 
Р-р“ р №< 


ря 19 у 
ыы — 
«р 2004 | р! -3, : о а. при у> 14; 
. т фей 
13 р 1900" - р 20.13 «< 


15 (а...) р 0 


1 
< р’ р’ обл при И 5 МЕ. 
Рассмотрим |5 (а,,...3„)|?1. Имеем: 


при у 14 


6 _ Ст Шт 
а м 500 ту > т, ре С. > 9600, 
ибо У «7-1 из] + ‚ о 
С ® 
Ь,9, = о. уппри С,> 9600; 
при у< 14 
ь Ст? 1 
а ЕО 13п > уп при С, > 20.13.14.2'; 
ь2 Сп? п в 


100 в ” —100ъ > 1Зп = уп при С. > 20: 13.14.27. 
Итак, при С, > 20.13-14.21“ получим 
|9 (2.35; семи) рьтеа 
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Отсюда имсем желаемый результат, учитывая (8”), 
Я 


у и и. 
м. б) е т, 
э 


Г с ` 
т р р 


если С,„. полиостью не входит в О. 


4 


Теперь займемся областями С, т. Для них имеем 


1 а 
в, Е Ат = Ш 2 Я 
д 
(соли т—=т., то слева стоит рп с 
“и 1 | “+1 1 
(| Ра, ) ] И п ] 78 


Положим здесь г’=г—т, 


‚ ИЕ если г’ нецелое, 
— (7—1, если г’ целое, 
70: 00-4. 


49 

г” 1, если ==, 

и 20 

Ко | а 

г’ 2, если 0 > 50. 

„ й р 
Здесь должно быть р’ = : г. -, иначе мы имели бы 
2125”п! 

“в _ь 87| рр ь&. 4 


| м, | р" = 


м | = 


Ри реза"  Эпрт-А-® 


Е нар.) 


А это приведет к тому, что См СО. Пусть С,т не входит целиком 
в О. Тогда 
г’ пр > шр— № (2п*8*п!); г’ 1— т ; ен =20 975] 
19 
При р> р» будет либо г’ > 1 либо 8 > 56 : Поэтому тогда у > 2; уз 7-1. 


Подечитаем объем С\то. Имеем 


| < р" < 
рис 
11 Е ‹ 
аль аии ЦЕ, 2,4. пни), 


[а;[ = 8; (7=г,г—1,..., 4). 


Значит 
и? (г + {| 
1 р рВ-г. ыы п _ 
ИЕ р ВИЗ р = 
У то = Ст» пгт и-г4-т ‘°° ЕЕ РИ 
р р’ 1. РР -..р 
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Далее, п-лужп-г—1; прут 2; 


п-г 1 1 
Ая мт 
Р Р 
р! 1 


фм мо 


р\-° 
пгт «т (У >2), 
72 (+1) 
2п 
>. = 4. 


Значит, 


(п-у) (п-*+1) 
2 


Р 
У, зто < а ита-туа-+0 ы 
Далее у=г—т; р“ р” (-Т, и мы имеем 
(п-у) (п-У+1) 


2 
Р 1 
У: то к. С: ри-АвеньЮ с: п 


Р 
И опять нужно будет показать, что в области С‚ш. будет 


И о аовеньь 


15 
Оценим а сверху и енизу при ТЕ[0, р]. 
Оценка сверху. 
п- —-4-— п-т 1 т-1-У 
Р рр" Р Р 
< &,, Ея ет рп-"+т. А въ р"-т+т ге 
ту 
в ; тт Ник (5) | 
р Р и 
"у ! 1 149 1 р 1 
`р"-т+т = ‚- @-т). ^. ПЕС г 1-=) р: . , (#-;) р’ 
РР ы Р в р п 
(у) 
Значит ра (=) ое : при хЕ[0, р]. 


рб 


Оценка внизу. Отметим опасные зоны, как в $ 9: 


—свф 1-8,. ры 
|х—ск | <р $ $, = д. 


Получим зону ® из $ < п* сегментов, число целых 6% будет < р!-%. 
Для фиксированного хЕ% 


| (+) 
У! 


| са а-- 8. еЕ 


п, | > 


й 


1 6 
ее аа 14 
з реет (р у) в р"- (7-м)+9,п р 


5е 
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21 
—(^—т)= 56 По конструкции у отсюда 
7 (=) 1 
в ` Са руки 
20 "100 
Итак, 


г а 
в] ты р! ) 
о. 
а ' ро 
Это позволяет нам, как и в $ 12—14, получить оценку при 
с. >> 20.13.44.21 


р 


и следовательно, 
(2) 


1 
|}... 15 (вы, -- вы) Ро < Е. 
Слте р 2 


Здесь займемся областью С,, определяемой условием 


16 


1 1 р 
— 21%! >= —0, А=-. 
р" р” : 


Здесь а, чрезвычайно близко к нулю, однако другие координаты могут 


быть удалены от нуля. По общему плану разобьем сегмент [ = . >| 
7 Р 


на < Ш р сегментов вида 


р 1 
крайний левый сегмент вида [= = == А... Для осуществления 
Р Р 


1 
этого разбиваем [5 -- | пополам; левую половину еще пополам 


О 


а 1 
и т. д., пока (г-- 1)-ое деление не выведет нас из сегмента Е ь = : 


и тогда останавливаемся на г-том делении. 
Для каждого А. и точки (аи, @и-1,...,а4,) © ЕД. либо величина 


+= 
и 
ыы рые 


либо точка (5, @и_:,. а,) будет принадлежать О. В самом деле, из 


С “1 


| п-тг-1 
р 


п-1 


бп 
Р Чт 


п-® < р!+: 
рат 4п? 
следует 
Пу 4 
В У Е ИЕ ЕЕ (&=1,2,.,.п-г— 4), 


4п? Рп-+т 4п?р п 


и наше точка принадлежала бы О. 
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Далее, наш максимум не может превзойти 2р’+*, иначе при некото- 
ром КЕ[1, п-г—1] 


р*® 

к = ОР ОК, 
2р" Р 

что невозможно. 


И > т 
Соответственно каждому А. рассмотрим сегмент [гр“*, 2р"+ | : 


Разобьем его, как обычно, на < ш р сегментов Д-ч = [1 р‘, 2ря ] (гео- 
метрическая прогрессия со знаменателем 8п*) 
= 9>=7г-+ <. 
Брайний левый сегмент будет иметь вид 
[се 2+, ро" ] 
Разбиваем С, на < (п р)? областей С»›-а° с условием М Е С»-4, есла 


1) [5% | ЕД., 


“и 1 


2) тах \ 


п 


3) |; 8 (=, 7—4,,..., 4). 


Подсчитаем объем И, области С»-а: 


т (7+1) (п а-»  ме+о 
ром улавии рр рАЕАЕЯ раке ны } р’ -° ав 
Ч 1 р"+трп+:° ы р": Г) 15 р(+т-9@-г, ТОО ? 


рее р 


пер 
(5-го 9-9 ео, 


г г п-+1) (1) 
а а 0 


т (7+1) 
зи 
Далее < <\1, ибо 9>1. Значит 
Р 
1 
Т--а = С; Е я ыы (12) 
не = (9570 
Р 
17 


Полагаем 4 —<==7’ =г” +6; г” целое; 0<8—<14. 


Ре [Г], если г’ нецелое, 
г’—1, еслиг’ целое, 
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[г”-Е 1, если 8=5, 
У=— Е 


г” 2, если ыы 


+ 
Будем брать лишь такие С?-а, которые не целиком входяя в О. 
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Тогда, так как 4 > 1-х; @<г-т, то г’>1; у=2; уг’ +1 <г+ 1; 
7 

у>г’ =9—*. Далее, ру> 8"п! при р>р»ь, ибо а>1+*. Поэтому, 

повторяя оценки $ 9, найдем 


Я (+) 
21 У рвы У! 


20100 20 


вне опасной зоны ® из $ < п? сегментов длин «р!-”,; 3, = от и оцен- 
т 


ки У 12 дадут 
[5 (<, выл и) | 1 < р ^ 2 


Учитывая (12), найдем 


< 


п(п- 1) * 
С2-а 5 
р 2 
18 
Мы имеем таким образом 


м \ [5 (а... 5.) в4е-- У С в.) 1 до 


(9) С1та 


А \ 15 (в. вые У)... | 15 (а, а) ао 


Слто бэ-а 


+ \ : \ Е Е А 


По $6, 


( ь р 
1 
т \ [5 (=, а.) а < НО ЕСТ > 
(9 =: 
Р 
Далее, количество областей Сич, Слиа, С» будет < (шр)’, и каждый 
р 

из интегралов по ним будет « а . Отсюда имеем 
а 


зи ё1 
ТЕ \ О \ 4а, |5 (аи›- а) |= 
кт —в1 
сы 
ра х 5-1 Я 
в \ 4%, \ 4-1... 42. |5 (%4,. 550) РЕ В, 
рвы 8-1 —61 
р"т* 
й 1 Б: += 
Ея Ве. ! Е 
где ИР = Оби, [В] < с п (п+1) 
7% д 


Р 
1 
Именно при интегрировании по области, где |9 | мы можем 


^’ 


взять, вместо пределов (— 0», 0%), расширенные пределы (—5», с»), 


1 
а при интегрировании в области, где || я ‚ вернуться для 9„-,, 


., а, к старым пределам интеграла ., (— 6-1, 6-1), .-.›( —4,, 8,). 


т, три. ЛЗ 
положительности подинтегральной 


Это вполне допустимо в силу 
функции. 
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Теперь займемся интегралом 


Имеем в области интегрирования 
ети (авхп-+ ... Нах) — фт" (аи-1х"-1+ ... вах) Е о (=) 
рх 


(ибо |1” | < р"). 
Значит, полагая 


р 
| (в =... -- 9.2 5 (а,,. оо од) =, еп р 
х=0 


найдем 
ий 
15 (бу. а) — 9 (Я, <. В й 


15 (а,›.. ал) «р ® +18 (а, . вии). 


Далее 
1 
р" -+^ б.-1 5 г ыы 
\ 42 \ аа. \ а р С 
АЕ, 9% и. 
в п- :Р < ъ (п+1) 
ый 4 — бил — 1 2 
РП Р 


Ы 


т г (п + &) 
и так как 6, => С пт шгл > = 10.0. — —е= ‚ иу нас остается 
2 


Р 
только 
рай 
а 8-1 да 
\ аа \ Не: \ 4.15 (9... 6.) < — а 
о 1 —д.-1 1 Р 
рп» 
где 
бн-1 81 
а Ф \ 4а, | 5 (а,,....8,) №. 


—вв-1 — б1 
Этот интеграл такого же типа, как интеграл в $ 5, роль п здесь 
играет п—1. Далее, так как 


6, > Сл шп> С, (п 1) ш(п—1)*; 


п в раеаю) 
о А. (п > 2), 


же 
Как легко видеть из предыдущего, если взять г -+ &, вместо т’, то пригодно 


то же С.. 
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то к нему приложим те же рассуждения, которые приведут к выводу 


1 
отв 5 
Р 1 = Г (® а 2) 
Ти: < с. пер Риге 7.5} — п-2 
2 


Продолжая этот процесс, дойдем до 7, и получим 


Л<е Ре У 
“ри -П т раАр-т+ мА“ 
8, р 
У \ 4... \ 20: [5 (@и,. 5) |. 
5 


Ге — 61 
Для этого интеграла возьмем тривиальную оценку 


1.5 (21... ба) | = р, 


61 


Р 
Л, < вю пер. 
р 2 2% 
Далее, 

7 (7+1) 7? (+1) 
и. Сеоты ЧЕ 
р Ор А 7 та 2п : 

Р 
Значит, 
| 
Слв р 
р" + ее , < т (п+1)_ 
} ЕО 
Р 
Отсюда 
ро +* 
Ее о 
р 2 
Этим мы доказали основной результат 
г п (п-+1) я-1 
1—8 ы-т + 
0 < ср п 2 Е с.Р 53 
19 


1 
Таким образом, мы получаем формулу (2) при = г=[п], 
т^п (п+1) 1 
Иер) “а речы 
151 «РРР, (1-Е р; "9 19) НР 
для 
Р 


(13) 


2=1 


8 = > еётёЕ (1); Р(2)= Аз"+1 | Аз”... А,; 
0 й 
ааа ал 
Ь= 26, =2 [С п’ шп] + 2 < 36 п? тп. 


Рассмотрим случай 4 > с'Р; ч<с"Р; п>4. Подберем Ё так, чтобы 
было 


и ИЕ (1=^) > 2% (п+ 1). 


А=“ 
ыт 


5$ 
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т (25 (в +1 
Так как Ш —- р т ‚ то достаточно взять й > АА . Для 
т 
4 


этой цели подойдет А = [35 шп]. Считая р, <«Р, получим, полагая 


1 
(1-Е р; "91а 9)] 28 - р,. 


5 
8 


$5«Р[Р. 
в 
Полагая р, =[Р 3”т| и учитывая, что 4 < с”Р", находим 
в ее ь. Е 
$ < РР р 6 20% |- р 30%. 
‚ли, окончательно 
Я < Р-Н р - т 
108 Стб пер 
(С, согласно предыдущему, можно принять равным 20.13. 14. 21“). 
Теперь рассмотрим случай, когда а<с”Р"+*, где 0<`-=< 


1 
+ 
Полагая р, =[Р 3”], найдем 


|= 


з. 1 


5«Р(Р в р’ я 


или 


1 
И а 
186С ов ° шп 


Подобные же результаты могут быть получены при Е (3 1) ; 


эль 
Пусть 9 <Р. Тогда разобьем 5 на сумму < + слагаемых сумм из 


Р, подряд идущих слагаемых, где Р, » 4. Получим 


И 
108С т? шп? п 


<: Р!-2 < 29-6 Е 
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Обратимся к асимптотическому закону в проблеме Варинга, точно 
следуя схеме рассуждений И. М. Виноградова |[']. Полагаем 


Р\л 
их" 
О = Мен } 
х=1 
Тогда при нашем 6 и целом Ё получим, что |5, |8® пе превосходит 


суммы 


туЕ-1 
Ден 
О =) ) РР (р К В 


слагаемых вида 


=. Это, (ВоУя -- В:Уп-1 +... + г С 
КЕЙ 0. (ВоУл + Вл 1 Ви-1У1); В. 25, 
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— 


причем У; < р, и число решений системы У =2; И =...) И, =. 
будет 
п 
7; я фы— 
Зы ое) Ор рЕрь) 9 57 
} 
а 5 6 
Далее, \ 15. |”4х будет < произведения 1 (р,...Рь)-? на число решений 
9 


п+1 
уравнения В.2„-|- В,2„..--...-+- В, .2=0 и на число рр т 
Указанный интеграл, таким образом, будет 
пт (п-Е1) п--1 1 к 
о ео 
<е.рир РР. - р) (ри... 2%) * =р, ры 


4 


При А > 30715 шп будет 
—_ г т (п - 1) 1 
(1 п с о 


Поэтому получим тогда 


- 


1 
д 
(убери «р 
о 


откуда, используя оценки И. М. Виноградова сумм Вейля (или наши), 


14 
найдем, что при г >> 26 >> 180С п? ]п°п верна асимптотическая фор- 
мула: для числа Лу решений уравнения 2'--...27=М; 2х; =0 имеем 
(ГМ КУ) ль, аи 
Е. Мл) ОМ о} 0: 
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т \15 рарег | ехрозе а шодсамой т Г. М. УтовтадоН”з пе 
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Маше1у 1 13 ргоуе@ ФВаё И 
= $2 е?7ё (Аоз"+1 + Ат +... + Аизу,; 


А, = +; |8 |< 1, (а, 9)=1; А; аге геа! патегз, 


70 0. ММК 


реп 
1 
т 
15| «Р < ?и*т 10 Р=а= 2"; 
1 
151 <<.Р45; эривполлатиона 2 ОАФ О 
ст 8 12 п 


ап о{ег за аг геза $. 
№ 13 а!зо ргоуед а {ог Ше пишБег Ух оЁ зо]ао08 ой 
я... 2ж=М; х:>0. ТЬе азушройс Гога 


Г(1 2 И. Ка 

ЕАМ, ^) №10 (№1); 
1 ы 

Ул; 6 >00 В ЮР га: ЩЕ 

пт ай\Рог’з могкК «Оп УеуГз затз» уБсЬ 13 1 ргш ш «Мабема- 


1безкт ЭБори1К» 13 аМатпеЯ 4Ъе еуа|ла 100 


1 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
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Серия математическая 6 (1942), 71103 Зете тафетайдие 


С. п. ПУЛЬБКИН 


ОБ ИТЕРАЦИЯХ ФУНКЦИИ ОДНОГО НЕЗАВИСИМОГО 
ПЕРЕМЕННОГО 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


Исследуется последовательность, получающаяся в результате при- 
мейения процесса итерации к данной функции у=о$(=). Исследование 
производится путем изучения «ломаной итерации», являющейся геоме- 
трической интерпретацией процесса итерации. Главным образом рас- 
сматривается тот случай, когда ломаная итерации заключена в некото- 
рой ограничениой области. Исследованы ломаные итерации с конечным 
числом предельных точек множества вершин ломаной («точек концен- 
трации»). Рассматривается общий вид ломаной итерации с приводимым 
множеством вершин. 

Пусть однозначная функция вещественного переменного у=5(5) 
определена для всех значений х. Ломаную итерации строим так: берем 
на оси абсцисс произвольную точку М, с абсциссой х., проводим через 
нее прямую, параллельную ОУ до пересечения с кривой у=59(т) 
в точке М,. Через М, проводим прямую, паралелльную ОХ до пере- 
сечения в точке М, с биссектрисой первого координатного угла (в даль- 
нейшем будем называть ее просто биссектрисой). Вообще из точки Мэ 
на биссектрисе проводим прямую, параллельную оси ОУ до пересече- 
ния с кривой у=9(7) в точке М». 1, а из точки Мэ-.: проводим пря- 
мую, параллельную ОХ до пересечения с биссектрисой в точке Ми+>. 
Очевидно, эта ломаная соответствует итерации функции у=ф(т) 
при начальном значении 5 = х,. Вершины ломаной итерации, лежащие 
на кривой, будем называть нечетными вершинами, вершины, лежащие 
на биссектрисе, — четными вершинами. 

Если некоторая вершина ломаной итерации совпадает с одной из 
предшествующих вершин, то такую ломаную мы назовем вырожденной. 
Очевидно, вырожденные ломаные итерации содержат только конечное 
число различных между собою вершин. 

Я занимался изучением невырожденных ломаных итерации в пред- 
положении, что: 

1) Функция у=о(х) непрерывна всюду, за исключением, ) 
быть может, конечного числа точек, где она имеет разрывы 
первого рода; 

2) кривая у= (5) имеет непрерывно вращающуюся каса- 
тельную, за исключением, быть может, конечного числа угло- (А) 
вых точек и точек возврата; 

3) кривая у=$(5) имеет конечное число точек перегиба; 

4) функция у=о(2) имеет конечное число максимумов и 

) 


минимумов. 
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Я различаю прежде всего следующие случаи: 1) ломаная итерации 
не умещается ни в какой ограниченной области, 2) ломаная итера- 
ции целиком заключается внутри некоторой ограниченной области. 
В последнем случае множество вершин невырожденной ломаной имеет 
во всяком случае предельные точки, которые я называю точками кон- 
центрации ломаной. Точку, в любой окрестности которой содержатся 
как четные, так и нечетные вершины ломаной, будем называть точкой 
концентрации первого рода, а всякую иную точку концентрации — точ- 
кой концентрации второго рода. 

Будем называть последовательность Ми, Мг, ..- Ма, ... вершин 
ломаной, лежащих на биссектрисе или на данном непрерывном отрезке 
кривой, монотонной, если последовательность абсцисс этих точек 
Фо о МОУ нынмонотовна. 

Будем говорить, что ломаная монотонно приближается к точке Р 
или к какому-нибудь другому геометрическому образу Р, если для 
любой окрестности этого образа можно указать такую вершину, начи- 
ная с которой вся ломаная лежит внутри этой окрестности. 


1. Ломаные итерации, не умещающиеся ни в какой ограниченной 
области 


Будем называть главным квадратом квадрат А, стороны которого 
параллельны осям координат и две противоположные вершины лежат 
на биссектрисе, и такой, что 1) внутри этого квадрата заключены все 
точки разрыва, угловые точки, точки возврата, точки перегиба, точки 
экстремума кривой; 2) вне квадрата кривая не имеет общих точек ни 
с биссектрисой, ни с прямой, перпендикулярной биссектрисе и прохо- 
дящей через центр квадрата; 3) кривая пересекает стороны квадрата 
во внутренних точках. 

Очевидно, что для всякой кривой, удовлетворяющей условиям (А), 
существует бесчисленное множество главных квадратов, если только 
кривая не имеет бесконечной ветви в виде прямой, совпадающей с бис- 
сектрисой. Это последнее не ограничивает общиости дальнейших рас- 
суждений, так как в случае, когда вершина ломаной итерации окажется 
на такой ветви кривой, ломаная будет вырожденной. 

Прямую, перпендикулярную биссектрисе и проходящую через центр 
главного квадрата, будем называть продолжением второй диагонали 
главного квадрата. 


Кривая вне главного квадрата состоит из двух ветвей К’ (левая 
ветвь) и К” (правая ветвь); каждая из этих ветвей непрерывва, моно- 
тонна, имеет непрерывно вращающуюся касательную и неизменное на- 
правление вогнутости (или предотавляет собою полупрямую) и цели- 
ком содержится внутри одного из углов, образуемых биссектрисой 
и продолжением второй диагонали главного квадрата. Ветви К’и К” 
пересекают стороны главного квадрата соответственно в точках К, 
и К,, не совпадающих с вершинами главного квадрата. 


ОБ ИТЕРАЦИЯХ ФУНКЦИИ 7$ 


Части биссектрисы, находящиеся вне главного квадрата, будем на- 
зывать левой и правой ветвями биссектрисы. 

Исследуем вид ломаной итерации в случае, когда она не умещается 
ни в какой ограниченной области. 

Построим для данной кривой какой-нибудь главный квадрат А. 
Так как мы предположили, что ломаная итерации не умещается ни 
в какой ограниченной области, то вне В на кривой лежит некоторая 
вершина ломаной М„. Рассмотрим различные случаи, которые могут 
представиться. 

Г. Кривая пересекает обе вертикальные стороны главного квадрата В. 
Заметим, что если в этом случае внутри А будет хоть одна вершина 


Фиг. 1 


ломаной, то при дальнейшем построении ломаная не может выйти из 
А, и, следовательно, будет заключаться в ограниченной области. Так 
как мы допустили, что ломаная не умещается ни в какой ограниченной 
области, то внутри В не может быть ни одной вершины ломаной. 
Пусть правая ветвь К” восходящая, и М, лежит на этой ветви 
(фиг. 1). Так как К” ниже биссектрисы, и расстояния точек дуги 
К.М» от биссектрисы больше положительного числа, то ломаная, начи- 
ная от М„, будет приближаться к В им через конечное число звеньев 
будет внутри А, что невозможно. Так же докажем, что вершина лома- 
ной не может лежать на левой ветви, если последняя восходящая. 
Если правая ветвь нисходящая и при этом левая восходящая, то 
на правой ветви опять же не может быть ни одной вершины ломаной. 
В самом деле, пусть М,‚ лежит на правой ветви. Если М» не ниже 
нижней горизонтальной стороны И, то уже М»„.: будет внутри или 
на границе А, что невозможно; если же М„ ниже нижней горизонталь- 
ной стороны А, то М,.› будет на левой, восходящей ветви кривой, 
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что, по доказанному, невозможно. Так же докажем, что невозможен 
случай, когда левая ветвь — нисходящая, а правая — восходящая. 
Пусть теперь обе ветви нисходящие, и М, лежит на левой ветви. 
М», должна быть выше верхней горизонтальной стороны В, так как 
иначе уже М»... будет внутри или на границе В. Но если так, т. е. 
М,‚„ выше верхней горизонтальной стороны В, то М»-.: лежит на правой 
ветви биссектрисы, М»„-.э—на правой встви кривой, ниже нижней 
стороны В; М»„+з— па левой ветви биссектрисы, М»... — на левой ветви 
кривой. Так как левая ветвь ниже, а правая выше продолжения второй 
диагонали, то М»-.« будет на левой ветви ближе к главному квадрату, 
нежели М», в чем легко убедиться путем сравнения координат вершин 


Фиг. 2 


Мл, Мл+1, Мо+2, Мо+з, Миа. Продолжая далее построение, мы будем 
иметь ломаную в виде сжимающейся спирали, приближающейся к ЙА. 
Но тогда вся ломаная заключена внутри ограниченной области. 

Итак, если кривая пересекает только вертикальные стороны глав- 
ного квадрата, то ломаная итерации заключается внутри ограниченной 
области. 

П. Кривая пересекает только горизонтальные стороны главного 
квадрата (или обе, или одну из них). Пусть одна из ветвей кривой, 
например правая, восходящая, и на ней лежит вершина М, (фиг. 2, 
ветвь К”). Так как эта ветвь кривой, кроме того, выше биссектрисы, 
а уже вершина М»-.: будет правее В, то ломаная будет удаляющейся 
от А. Так как к тому же для любого конечного отрезка ветви К” 
расстояния его точек от биссектрисы больше некоторого положитель- 
ного числа, то построение можно произвести сколь угодно далеко. 
Таким образом, ломаная будет иметь вид неограниченно удаляющейся 
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лестницеобразной ветви. Тот же результат получим, если левая ветвь— 
восходящая и на ней лежит вершина М». 

Пусть теперь одна из ветвей, например левая, нисходящая, дру- 
гая — восходящая, и вершина М, лежит на нисходящей ветви. Тогда 
обе ветви пересекают верхнюю горизонтальную сторону главного ква- 
драта. Вершина М, лежит выше главного квадрата. следовательно, 
М, правее его, а М„.›— на правой, восходящей ветви. Мы пришли 
к уже рассмотренному случаю. К тому же придем, если левая ветвь 
будет восходящая, правая — нисходящая. 

Пусть, наконец, обе ветви нисходящие (фиг. 1, ветви А’ и К”). 
Вершина М» пусть лежит, например, на левой ветви. М„.: будет на 
правой ветви биссектрисы, М„.›—на правой ветви кривой, Маз — 
на левой ветви биссектрисы, М„..— на левой ветви кривой. Так как 
левая ветвь кривой выше, а правая — ниже второй биссектрисы, то 
М»-4 будет на кривой далее от главного квадрата, нежели М». 

Таким образом, при дальнейшем построении мы получим ломаную 
в виде расширяющейся спирали. Покажем, что это будет неограниченно 
расширяющаяся спираль. Рассмотрим последовательность вершин М», 
Мила, ..., Мауал, ... на левой ветви кривой. Эта последовательность 
монотонна, и если она ограничена, то сходится к некоторой точке 
кривой Р,. Но тогда, как нетрудно убедиться, последовательности 
вершин на другой ветви кривой и на ветвях биссоктрисы также схо- 
дятся к точкам Р,,Р,,Р,. причем точки Р,,Р.,Р,. Р, суть вершины 
квадрата, стороны которого параллельны осям координат. Из этих 
вершин вершины Р,, Р, лежат на биссектрисе. Значит, точки Р, и Р, 
суть точки кривой, симметричные относительно биссектрисы. Но это, 
очевидно, невозможно ввиду нашего предположения о расположении 
ветвей кривой относительно биссектрисы и продолжения второй диа- 
тонали. 

Заметив, что если вне главного квадрата в рассматриваемом случае 
имеется вершина ломаной на биссектрисе, то следующая вершина будет 
на кривой, можио высказать следующее: 

Если кривая пересекает лишь горизонтальные стороны главного 
квадрата и если имеется хотя бы одна вершина ломаной итерации вне 
главного квадрата, то ломаная, начиная от некоторой вершины, имеет 
вид или неограниченно удаляющейся лестницы, или неограниченно 
расширяющейся спирали. 

Ш. Кривая пересекает одну вертикальную и одну горизонтальную 
сторону главного квадрата, расположенные по одну сторону от биссек- 
трисы. Например, пусть кривая пересекает левую вертикальную и верх- 
нюю горизонтальную (фиг. 2, ветви К’ и К”) стороны. Правая ветвь К” 
будет при этом восходящей. Если вершина М„ лежит на К”, то мы 
имеем уже рассмотренный случай: ломаная имеет вид неограниченно 
удаляющейся лестницы. Если М„ лежит на левой ветви, то или уже 
вершина М». будет на правой ветви (если М» выше верхней горизон- 
тальной стороны), или ломаная через конечное число звеньев окажется 
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внутри главного квадрата. Но так как мы предположили, что ломаная 
не умещается ни в какой ограниченной области, то она должна выйти 
за пределы главного квадрата, что можно сделать только через верхнюю 
горизонтальную сторону, причем вершина ломаной окажется на правой 
ветви. 

В случае, если кривая пересекает нижнюю горизонтальную и пра- 
вую вертикальную стороны главного квадрата, рассуждения аналогичны. 

Итак, если кривая вне главного квадрата расположена по одну 
сторону от биссектрисы (сюда относится и ранее рассмотренный случай, 
когда кривая пересекает только одну сторону главного квадрата) 
и ломаная итерации не умещается ни в какой ограниченной области 
то эта ломаная, начиная 
с некоторой вершины, имеет 
вид неограниченно удаляю- 
шейся лестницы. 

1У. Кривая пересекает 
стороны главного квадрата, 
симметричные относительно 
биссектрисы. Пусть, напри- 
р мер, кривая пересекает верх- 


АТ 


й | нюю горизонтальную и пра- 

© ния вую вертикальную стороны 

Иа рац главного квадрата. Тогда 

р Ее к о веряня левая ветвь будет, очевидно, 
= и я х нисходяитей. Невозможно, 
! сы чтобы на сколь угодно боль- 
Фа шом расстоянии от биссек- 


трисы на ветвях А’и К” были 
пары точек, симметричные относительно биссектрисы. Ибо если будет 
так, то можно выбрать такую пару точек 5’ и 5” этого рода, чтобы 
квадрат А’ с диагональю ©’ 5” содержал внутри себя главный квадрат 
фи вершину ломаной М,. Но так как вне А’ ветви кривой восхо- 
дящие и кривая проходит через вершины АВ’, то ломаная, имеющая 
хоть одну вершину внутри В’, будет вся заключена внутри А’, что 
невозможно. Значит, можно построить главный квадрат АВСР (фиг. 3) 
столь больших размеров, что вне АВСО нет ни одной пары точек 
коивой, симметричных относительно биссектрисы. 
1остроим кривую К”, симметричную К’ относительно биссектрисы. 
Кривая А` будет пересекать правую вертикальную сторону главного 
квадрата во внутренней точке К., будет нисходящей, не будет иметь 
общих точек ни с биссектрисой, ни с продолжением второй диагонали, 
ни с ветвью К”. Ветвь К” будет целиком заключаться или между А* 
и биссектрисой, или между К” и продолжением второй диагонали. 
Продолжим левую и нижнюю стороны АВ и АР главчого квадрата 
АВСР до пересечения с ветвями К’и К” в точках В’и 0", которые 
будут симметричными относительно биссектрисы, и построим квадрат 
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АВ’С’0”. Ветвь К’ будет проходить через вершииу 2” этого квадрата, 
а ветвь А” пересечет или нижнюю или правую сторону его, притом во 
внутренней точке. Так как вне квадрата АВ’С’О° имеются вершины 
ломаной, то имеется вершина ломаной //, на ветви К” вне АВ’С’[». 
Если К” восходящая, то, рассуждая так, как в случае 1, убедимся, 
что ломаная через конечное число звеньев попадет внутрь квадрата 
АВ’С’О` и потом не выйдет из него, т. е. ломаная итерации будет 
заключена в ограниченной области. Если К” нисходящая, но выше 
кривой К", то или уже вершина М„,.: будет внутри или на границе 
квадрата АВ’С’О`, или ломаная образует сжимающуюся спираль, 
следовательно, во всяком случае будет заключаться внутри ограниченной 
области. Наконец, если К” пересекает нижнюю сторону АЛ* квадрата 
АВ’С’О”, т.е. К“ лежит ниже К“, то ломаная образует расширяю- 
шуюся спираль. притом расширяющуюся неограниченно, так как на 
ветвях кривой К’и К” нет точек, симметричных относительно бис- 
сектрисы. Аналогичные результаты получим в случае, если кривая пере- 
секает левую вертикальную и нижнюю горизонтальную стороны глав- 
ного квадрата. 

Итак, если кривая пересекает стороны главного квадрата, сим- 
метричные относительно биссектрисы, и ломаная итерации не уме- 
пцается ни в какой ограниченной области, то эта ломаная, начиная 
с некоторой вершины, имеет вид неограниченно расширяющейся 
спирали. 

Результаты, полученные в настоящем параграфе, можно сформули- 
ровать в виде следующего предложения: 

ТЕОРЕМА 1. Если ломаная итерации не умещается ни в какой огра- 
ниченной области, то, начиная от некоторой вершины, она имест вид 
или неограниченно удаляющейся лестницы, или неограниченно расзиа ря- 
ющейся спирали. 

Следствие. Если ломаная птерации имеет точку концентрации, 
то она заключается в некоторой ограниченной области. 


2. Ломаные итерации, имеющие точки концентрации первого рода 


Будем рассматривать техерь ломавые итерации, целиком заключаю- 
щиеся в ограниченной области. Всякая такая ломаная имеет по 
крайней мере одну точку концентрации. 

Пусть ломаная итерации имеет точку концентрации Р первого рода. 
Так как в любой окрестности точки Р имеются как четные, так и не- 
четные веришины ломаной, то 1) Р лежит на биссектрисе; 2) если Р 
принадлежит кривой, то сна есть или точка непрерывности, или конец 
одной из ветвей кривой в месте разрыва; 3) если точка Р не при- 
надлежит кривой, то сна есть предельная для ветви кривой в месте 
разрыва. 

Пусть Р есть какая-нибудь точка непрерывности кривой, лежащая 
на биссектрисе. Кривая в точке Р имеет левую и правую касательные 
РТ, и РТ, (фиг. 4) с угловыми коэффициентами №, и К,. Существует 
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квадрат с центром в точке Р и диагональю, совпадающей с бис- 
сектрисой, удовлетворяющий следующим условиям (фиг. 4): 

1. Внутри квадрата кривая непрерывна. 

2. Внутри квадрата каждая из двух дуг РГ, и РГ,, на которые 
делит кривую точка Р, монотонна, имеет непрерывно вращающуюся 
касательную и неизменное направление вогнутости (или представляет 
отрезок прямой). 

3. Каждая из двух касательных РТ, и РТ, пересекает ту же сто- 
рону квадрата, которую пересекает соответствующая ветвь кривой 


| Тр 4%, 


Фиг. А Фиг. 5 


(если касательная совпадает с диагональю квадрата, то будем причис- 
лять конец диагонали к той стороне квадрата, которую пересекает 
соответствующая ветвь кривой). 

Область, ограниченную этим квадратом, назовем главной окрест- 
ностью точки Р. 

Если Р есть конец одной из ветвей кривой в месте разрыва, то 
главную окрестность этой точки построим в виде квадрата с центром 
в точке Р, удовлетворяющего следующим условиям (фиг. 5): 

1. Внутри квадрата содержатся только точки той ветви кривой, 
которая оканчивается в Р. 

2. Внутри квадрата кривая монотонна, имеет непрерывно вращаю- 
щуюся касательную и неизменное направление вогнутости (или пред- 
ставляет собой отрезок прямой). 

3. Касательная к этой ветви в точке Р пересекает ту же сторону 
квадрата, что и кривая. 

При этом точка Р может принадлежать, а может и не принадлежать 
кривой. 

Очевидно, существует бесчисленное множество главных окрестностей 
данной точки Р. 

Не нарушая общности, можно предполагать, что точка Р совпадает 
© вачалом координат, что и будем делать в настоящем параграфе. Будем 
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говорить, что кривая лежит между биссектрисой и осью Х (осью У), 
если она лежит внутри острого угла между биссектрисой и этой осью. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть одна из ветвей кривой внутри главной окрест- 
ности точки Р лежит между биссектрисой и осью Х. Если на этой 
ветви имеется вершина ломаной М„, то точка Р есть точка концетра- 
ции ломаной, притом единственная (типа «лестница» ). 

В самом деле, пусть, например, правая ветвь кривой РГ, лежит 
между биссектрисой и осью Х, и на этой ветви имеется вершина лома- 
ной М,„. При последующем построении ломаная будет монотонно при- 
ближаться к точке Р, иР будет 
являться поэтому единственной 
точкой концентрации ломаной 
(фиг. 6). 

Точкой выметания будем на- 
зывать точку концентрации 
первого рода, к которой лома- 
ная итерации приближается 


немонотонно. 
Начальным мноэкеством, 


принадлежащим данной глав- 
ной окрестности ДА точки вы- 
метания Р, будем вазывать 
множество, состоящее из сле- 
дующих точек: 1) вершин М, 
ломаной, содержащихся внутри 
А таких, что вершины М,_: находятся вне ДА; 2) вершины М,, если 
она находится внутри А. 

Все точки начального множества, кроме точки М,, суть четные 
вершины ломаной. В самом деле, если М»,, (Е > 0) есть нечетная 
вершина, содержащаяся внутри главной окрестности, то предшествую- 
щую ей вершину Мь»„ мы получим, если проведем через М»»., прямую, 
параллельную оси У до пересечения с биссектрисой. Но прямая, про- 
ходящая через точку внутри квадрата и параллельная его стороне, 
пересекает диагональ квадрата во внутренней точке; следовательно, 
если нечетная вершина лежит внутри главной окрестности, то и пред- 
шествующая ей вершина также лежит внутри главной окрестности. 

Очевидно, всякая главная окрестность ДА точки выметания содержит 
бесконечное, принадлежащее этой окрестности, начальное множество. 
Отсюда следует, что если ломаная итерации имеет точку выметания 
Р, то она имеет еще точки концентрации, отличные от Р. 

ТЕОРЕМА 3. Если в главной окрестности точки концентрации Р су- 
зцествует ветвь кривой, проходящая между биссектрисой и осью У и нет 
ветви кривой, проходящей между биссектрисой и осью Х, с вершинами 
ломаной, то Р есть точка выметания. 

Пусть некоторая ветвь кривой внутри главной окрестности точки 
концентрации Р проходит между биссектрисой и осью У. Если на этой 
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ветви имеется вершина ломаной М„, то при дальнейшем построенип 
ломаная через конечное число звеньев выйдет за пределы главной 
окрестности (фиг. 7). При соблюдении условий теоремы возможны сле- 
дующие случаи: 

1. Р—точка разрыва. Тогда главная окрестность А содержит всего 
одну ветвь, именно ту, которая обладает описанным свойством. Но 
тогда ломаная не может приближаться к Р монотонно; значит, Р есть 
точка выметания. 

2. Р— точка непрерывности, одна из ветвей, обозначим ее Г,, нахо- 
дится между биссектрисой и осью У, другая, Г,,— между биссектрисой 
и осью Х. По условию теоремы, Г, не содержит ни одной вершины 
ломаной; следовательно, все нечетные вершины, содержащиеся внутри 

А, находятся на ветви 

Н Г,. Поэтому ломаная 

: | не может приближаться 

а а к Р монотонно. Р’ есть 
нение точка выметания. 

Я Ум 3. Одна из ветвей 

И находится между бис- 

сектрисой и осью У, 

другая — во второй или 

четвертой четверти. На- 

пример, пусть ветвь РГ, 

находится между бис- 

сектрисой и осью У, 

ветвь РЁ, —во второй 

Фиг. 7 четверти. Возьмем про- 

извольную — нечетную 

вершину ломаной М„ внутри А. Если она находится на ветви РГ.,, то 

по свойству этой ветви при дальнейшем построении ломаная через 

конечное число шагов выйдет за пределы А. Если М„ находится на 

ветви РГ,, то следующая вершина М,,, будет находиться на бис- 

сектрисе внутри АД, а вершина М„., будет или вне А или на ветви 

РГ... Значит, во всяком случае через конечное число шагов ломаная 

выйдет за пределы А. Следовательно, если только точка Р есть точка 

концентрации, то она есть точка выметания. 

4. Обе ветви РГ, и РГ, находятся между биссектрисой и 
осью У; очевидно, точка Р удовлетворяет определению точки вы- 
метания. 

Теоремами 2 и 3 исчерпываются случаи, когда кривая имеет хотя бы 
одну ветвь, проходящую в первой или третьей четверти. В самом 
деле, если одна из ветвей кривой есть отрезок оси абсцисс или отрезок 
биссектрисы, то ломаная, попавшая на такую ветвь, будет вырожденной. 
Все прочие случаи предусмотрены теоремами 2 и 3. 

Теперь рассмотрим, каковы формы поведения ломаной итерации, 
если кривая проходит во второй и четвертой четвертях. 
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Возьмем произвольную точку кривой М, внутри главной окрест- 
ности, например, на левой ветви РГ, (фиг. 8). 

Если начать построение ломаной от этой точки, то будем иметь сле- 
дующее. Вершина ломаной М, будет на биссектрисе в первой четверти, 
вершина 12/,—на кривой в четвертой четверти. Может оказаться, что 
№, будет вне главной окрестности. Мы скажем в этом случае, что 
ломаная вышла за пределы главной окрестности. Если этого нет, то 
вершина 1/, будет на правой ветви кривой РГ, внутри главной окрест- 
ностп. Вершина 4/, будет на биссектрисе в третьей четверти, вершина 
М,—или вне главной окрестности, или на левой ветви РГ,. Пусть М, 
будет на дуге РГ.,. Вид ломаной при 
дальнейем ее построении опреде- 
ляется следующими соображениями. 

1. Если на кривой имеется точка 
М’, симметричная точке М, отчо- 
сительно биссектрисы, то 1, со- 
впадает с //,, ломаная вырождается 
в квадрат М, М.М,М.ЛГ,. 

2. Если вершина М, ближе кР, 
чем М,. то вследствие монотон- 
ности кривой внутри главной окре- 
стности ломаная будет иметь вид 
бесконечной скимающейся спирали 
и не может выйти за пределы глав- Фиг. 8 
ной окрестности (фиг. 8). 

3. Если М, дальше от Р, чем М,, то ломаная будет иметь вид 
расширяющейся спирали, которая или будет вся содержаться внутри 
главной окрэстности и тогда во всяком случае будет бесконечной, или 
через конечное число звеньев выйдет за пределы главной окрестности. 

Легко видеть, что сжтимающаяся спираль должна приближаться 
к некоторому кзадрату, стороны которого параллельны осям коорди- 
нат, две противоположные вершины находятся на биссектрисе, две 
остальные вершины — на кривой, и к вершинам которого монотонно 
сходятся последовательности вершин ломаной, расположенные на ветвях 
кригой и на биссектрисе (фиг. 8). Вершины этого квадрата, который 
будем называть «предельным квадратом», являются точками концентра- 
ции; предельный квадрат может выродиться в точку —это будет точка 
Р, которая будет единственной точкой концентрации ломаной, притом 
первого рода. Очевидно, необходимым и достаточным условием того, 
чтобы сжимаюшаяся спираль сходилась к точке, является отсутствие 
на кривой между Ри М, точек, для которых на другой ветви кривой 
имеются точки, симметричные относительно биссектрисы. Расширяю- 
щщаяся спираль, не выходящая за пределы главной окрестности, также 
будет монотонно сходиться к предельному квадрату, который будет или 
находиться внутри главной окрестности, или, полностью или частично, 
совпадать с ее границей. 
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Назовем мажорантной кривой первого (второго) рода кривую, про- 
ходящую через точку Р во второй и четвертой четвертях внутри глав- 
ной окрестности А, монотонную и непрерывную, причем во второй 
четверти она ниже (выше), а в четвертой четверти выше (ниже) данной 
кривой. 

Дугу какой-нибудь кривой назовем дугой сокимающихся спиралей, 
если ломаная, начатая построением в произвольной точке этой дуги, 
будет являться сжимающейся спиралью, все нечетные вершины которой 
лежат на этой дуге. 

Дугу какой-нибудь кривой назовем дугой расширяющихся спиралей, 
если ломаная, начатая построением в произвольной точке этой дуги, 
является расширяющейся спиралью, 
пока не выйдет за пределы этой дуги. 

Например, построим кривую, 
определяемую уравнениями: 


ут ДаН 1 < 0, 
Е ДН. О, 


причем А, < 0, К, < 0. Рассмотрим 
дугу этой кривой, заключенную 
внутри главной окрестности точки 
Р. Легко видеть, как показывает 
простой подсчет координат вершин 
ломаной, что если КЁ, < 1, то эта 
дуга есть дуга сжимающихся спи- 
Фиг. 9 ралей; если №, > 1, то это будет 
дуга расширяющихся спиралей. 
ЛЕММА 1. Пусть кривая проходит во второй и четвертой четвер- 
тях. Если она имеет маэкоранту первого (второго) рода, являющуюся 
дугой сжимающихтся ( расши ряющился) спиралей, то ее отрезок внутри 
главной окрестности есть также дуга сжимающихся ( расширяющихся } 
спи ралей. 
Для доказательства первой части леммы рассмотрим на левой ветви 


РЕ, нашей кривой произвольную точку У, с абсциссой & (фиг. 9). 


На мажорантной кривой возьмем точку У) с той же ординатой, как 
У точки 3}{,; абсциссу точки 93}, обозначим &. Очевидно, такая точка 
на левой ветви мажоранты существует, и |&|<|&|. Начнем от точки 
У построение ломаной итерации для мажоранты. После четырех шагов 
получим первый завиток сжимающейся спирали 9); 9). 9). 3}. . Точка 
5 с абсциссой $, будет на левой ветви ближе к Р, чем 9}, т. е. 
|| < |&1. Перейдем теперь к построению ломаной итерации для данной 


155 
кривой, начиная от 3 }${,. Легко убедиться, что после четырех шагов 
получим также завиток спирали 3 $, 9), 3}, 3}. ЭА,, целиком содержащийся 
внутри главной окрестности. При этом $}, будет на левой ватви кри- 
вой и для ее абсциссы &, будем иметь |, <|&|. Значит, сопоставляя 
все неравенства, будем иметь (&,! < |&, |, т. е. 9), ближе к Р, чем 9}. 
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'Гак как точка 3}, была взята произвольно на левой ветви кривой, 
и с таким же успехом можно провести рассуждения для правой ветви, 
то ломаная итерации, начатая построением в любой точке кривой вну- 
три главной окрестности, есть сжимающаяся спираль, не выходящая за 
пределы главной окрестности. 


Вторая часть леммы доказывается аналогично, только, взяв точку 
Зы на кривой, мы должны взять на мажоранте точку 9}, имеющую 
ту же абециссу, что и точка 9}. 


ЛЕММА П. Пусть кривая проходит во второй и четвертой четвер- 
тях. Если существует мажоранта первого (второго) рода, симметрич- 
ная относительно биссектрисы, то кривая внутри главной окрестности 
есть дуга сжамающихся ( расши ряющихся) спиралей. 


Для доказательства первой части леммы возьмем на кривой внутри 
главной окрестности произвольную точку 3}, на мажоранте — точку 
3), с той же ординатой, как у точки 9)},. Будем строить ломаную ите- 
рации для мажоранты, начиная от точки $]}}.. После четырех шагов мы 
придем опять в точку 3}, ломаная замкнется, образуя квадрат. Легко 
видеть, что ломаная итерации, построенная для данной кривой, начи- 
ная от точки $5], через три шага будет внутри этого квадрата, а через 
четыре шага мы придем в точку 5}, на той же ветви кривой, что 
и точка 93},, причем 9$, ближе к Р, чем 9}%,. Так как точка 59}, была 
взята произвольно на кривой, то, значит, кривая внутри главной 
окрестности есть дуга сжимающихся спиралей. 


Вторая часть леммы доказывается аналогично. 


ТЕОРЕМА 4. Если Р есть предельная точка множества пар точек 
кривой, симметричных относительно биссектрисы, то она не может 
быть точкой концентрации. 

Допустим противное. Пусть Р есть точка концентрации. Заметим, 
что каждая пара точек кривой, симметричных относительно биссектрисы, 
определяет некоторый квадрат р со сторонами, параллельными осям 
координат, имеющий эти точки своими вершинами. Кривая проходит 
через вершины всякого такого квадрата, не лежащие на биссектрисе. 
Рассмотрим какой-нибудь из этих квадратов р’, заключенный в столь 
малой окрестности точки Р, в которой кривая монотонна. Возьмем 
некоторую вершину М„ внутри квадрата р’, лежащую на кривой. Между 
М, и Р имеется вершина еще одного квадрата р” такого же типа. 
Вследствие монотонности ветвей кривой между квадратами р’и р”, все 
вершины ломаной с индексами большими п будут находиться между 
этими квадратами. Следовательно, внутри квадрата 5” не будет вершин 
ломаной; но точка Р находится внутри р”, поэтому существует окрест- 
ность точки Р, не содержащая вершин ломаной. Мы пришли к про- 
тиворечию. Значит, Р`’ не может быть точкой концентрации. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть кравая проходит во второй и четзертой четвер- 
тях. Для того чтобы точка Р была единственной точкой концентрации, 
необходимо и при условии попадания ломаной в некоторую определенную 
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окрестность точки Р достаточно, чтобы кривая имела маэкоранту пер- 
вого рода, симметричную относительно биссектрисы. 

Необходимость ‘условия. Пусть Р является единственной точкой 
концентрации ломаной. Значит, Р не есть предельная точка множества 
пар точек кривой, симметричных относительно биссектрисы. Поэтому 
существует главная окрестность А точки Р такая, что как внутри ее, 
так и на границе нет точек кривой, симметричных относительно бис- 
сектрисы. Построим во второй четверти кривую РЁ,, симметричную 
ветви кривой РГ, относительно биссектрисы (фиг. 10). Кривая РГ, не 
имеэт общих точек с ветвью данной кривой РГ,, так как РЁ, и РГ, 
не имеют точек, симметричных относительно биссектрисы. Стало-быть, 
через точку Р можно провести кривую Р5,, монотонную, лежащую 

между кривыми РГ, и РГ, и не 
$ имеющую общих точек ни с той, ни 
с другой. Построим теперь во вто- 
рой четверти дугу Р5,, симметричную 
дуге Р5, относительно биссектрисы. 
Кривая 65,Р5, будет, очевидно, 
мажорантой данной кривой или пер- 
вого или второго рода, симметрич- 
ной относительно биссектрисы. До- 
кажем, что 5,Р5, не может быть 
мажорантой второго рода. Допу- 
стим обратное — что 5,Р.5, есть мажо- 
ранта второго рода. Значит, на осно- 
вании леммы Ш, кривая Г,РГ., есть 
Фиг. 10 дуга расширяющихся спиралей; 
но тогда всякая ломаная, начатая 
построением в точке кривой Г,РГ., должна через конечное число шагов 
выйти из главной окрестности, иначе она сходилась бы к предельному 
квадрату, вершины которого, лежащие на кривой внутри ДА, симме- 
тричны относительно биссектрисы, что противоречит построению А. Если 
так, то, коль скоро Р есть точка концентрации, она есть точка вымс- 
тания. Значит, Р не есть единственная точка концентрации, вопреки 
предложению. Итак, 5,Р5, не может быть мажорантой второго рода. 
Следовательно, эта линия есть мажоранта первого рода. 


Достаточность условия. Пусть кривая имеет для некоторой главной 
окрестности А точки Р мажоранту первого рода, симметричную отно- 
сительно биссектрисы. Тогда внутри А на кривой нет точек, симметрич- 
ных относительно биссектрисы. С другой стороны, в силу леммы ИП, 
кривая внутри малого квадрата есть дуга сжимающихся спиралей. Зна- 
чит, если ломаная попадает на ветвь кривой внутри А, она будет сжи- 
мающейся спиралью. Такая спираль должна сходиться или к точке Р. 
или к некоторому предельному квадрату, содержащемуся внутри малого 
квадрата. Последнее невозможно, так как вершины предельного ква- 
драта, лежащие на кривой, должны быть симметричны относительно 
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биссектрисы. Следовательно, спираль будет монотонно сходиться к Р, 
которая и явится единственной точкой концентрации ломаной. 
ТЕОРЕМА 6. Пусть кривая проходит во второй и четвертой четвер- 
тях. Для того чтобы точка Р была единственной точкой концентрации 
поманой, необходимо и при условии попадания ломаной в некоторую опре- 
деленную окрестность точки Р достаточно, чтобы кривая имела мажо- 
ранту первого рода, являющуюся дугой сокимающихся спи ралей. 
Необходимость условия. Пусть Р единственная точка концентрации. 
Тогда, на основании теоремы 5, она имеет мажоранту первого рода 
5,Р5,, симметричную относительно биссектрисы. Между данной кривой 
1.РЕ, и кривой 5,Р$, проведем произвольную монотонную непрерыв- 
ную кривую 5'Р5; (фиг. 10). Нетрудно убедиться, что она будет 
мажорантой первого рода, являющейся дугой сжимающихся спиралей. 
Достаточность условия. Пусть кривая проходит во второй и четвер- 
той четвертях и имеет для некоторой главной окрестности А мажо- 
ранту первого рода 5'Р5., являющуюся дугой сжимающихся спиралей. 
Тогда, на основании леммы 1, данная кривая Г,РЁ, внутри малого 
квадрата также является дугой сжимающихся спиралей. Значит, если 
ломаная попадет внутрь этого малого квадрата, она станет сжимаю- 
щейся спиралью и должна сходиться или к точке Р, или к некоторому 
предельному квадрату, содержащемуся внутри малого квадрата. Пусть 
имеет место второе. Рассмотрим одну из вершин Р, предельного 
квадрата, находящуюся на кривой. Ломаная, начатая построением 
в точке Р,, через четыре шага вернется в ту же точку и таким обра- 
зом замкнется. Это противоречит тому, что кривая Г.РГ, есть дуга 
сжимающихся спиралей. Значит, сходимость ломаной к предельному 
квадрату невозможна. Ломаная спираль будет сходиться к точке Р, 
которая и будет единственной точкой концентрации. 
Аналогично доказывается. 


ТЕОРЕМА 7. Если кравия проходит во второй и четвертой четвер- 
тях и для некоторой главной окрестноста имеет маэкоранту второго 
рода, являюирурюся дугой расши ряющихся спиралей, то точка Р не может 
быть единственной точкой концентрации (еслё Р есть точка концен- 
прации, то она—точка выметания). 

Рассмотрим важный достаточный признак, позволяющий судить 
о характере точки. 

ТЕОРЕМА 8. Если кривая проходит во второй и четвертой четвер- 
тах, и К.К, < 1, то ломаная, попавшая в достаточно малую окрестность 
точки Р, образует спираль, монотонно сходлщуюся к Р. Если К, к, > 1, 
то Р не может быть единственной точкой концентрации (коль скоро Р 
будет пра К.К, > 1 точкой концентрации, она будет точкой выметания). 

Построим касательные РТ, и РТ, к левой и правой ветвям кривой 
в точке Р. Построим еще объемлющие лучи, Ры и Рь,, проходящие 
соответственно во второй и четвертой четвертях такие, что каждая из 
ветвей кривой внутри главной окрестности находится между касатель- 
ной РТ; и соответственным лучом РЕ; (:=1,2) (фиг. 4). 
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Пусть А.К, <1. Выберем из четырех лучей РТ,, РТ,, Ра, Ра, два 
таких, которые образуют мажоранту первого рода. Их угловые коэф- 
фициенты обозначим х,, х,. Можно выбрать главную окрестность столь 
малой, что возможно построить объемлющие лучи, для которых 
х,х, < 1, следовательно, мажоранта будет дугой сжимающихся спиралей. 
Значит, на основании теоремы 6, ломаная будет иметь вид спирали, 
монотонно сходящейся к Р. 

Если КЁ, > 1, то из четырех лучей выберем два таких. которые 
образуют мажоранту второго рода. Можно главную окрестность по- 
строить столь малой, что возможно построить объемлющие лучи. 
для которых х,х, > 1. Но тогда мажоранта будет дугой расширяющихся 
спиралей, и если Р является точкой концентрации, то она есть точка 
выметания. 

Остается рассмотреть случай, когда Р есть точка разрыва кривой, 
и единственная ветвь кривой внутри главной окрестности находится 
во второй или четвертой четверти. 


ТЕОРЕМА 9. Если внутри главной окрестности точки имсется лишь 
одна ветвь кривой, и она проходит во второй или четвертой четверти 
(т.е. Р есть точка разрыва), то коль скоро Р является точкой копцен- 
трации, она есть точка выметания. 

Пусть, например, имеется лишь левая ветвь кривой внутри главной 
окрестности точки Р (фиг. 5). Пусть на ней находится вершина лома- 
ной М,. Следующая вершина М„.. будет на биссектрисе в первой 
четверти, а вершина М;.› будет уже вне главной окрестности. 
Значит, точка Р удовлетворяет определению точки выметания. 

Этим закончено исследование поведения ломаной в окрестности точки 
концентрации первого рода. Рассмотрим теперь одно важное свойство 
точек выметання. 

ТЕОРЕМА 10. Всякая точка выметания, которая является или точкой 
непрерывности кривой, или концом ветви кривой, проходящей между бис- 
сектрисой и осью У, есть предельная точка точек концентрации второго 
рода. 

Доказательство сводится, очевидно, к рассмотрению двух случаев. 

1. Точка выметания Р является концом ветви кривой, проходящей 
между биссектрисой и осью У. Положим для определенности, что эта 
ветвь кривой Г в окрестности Р находится в первой четверти. По- 
строим какую-нибудь главную окрестность А точки Р. 

Рассмотрим произвольную вершину ломаной Мо. на кривой вну- 
три АД. Вершины Мьр и Мэр... будут на биссектрисе также внутри А, 
причем М., ближе к Р, чем Мор... На отрезке РМоь биссектрисы 
имеется бесконечное множество вершин ломаной М,, являющихся эле- 
ментами начального множества. Возьмем точку М,, такую, что у, > р. 
От вершины М», отходит ветвь ломаной, удаляющаяся от Р; рассмот- 
рим последовательность М,„, М»-.,... четных вершин этой ветви. 
Пусть Мэа.› первая из вершин этой последовательности, не содержа- 
щаяся в отрезке РМь», (такая вершина, конечно, существует). Покажем 
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что М-‹-› лежит внутри отрезка Мо, М-р.>. Вершина М?а лежит на 
отрезке РМ54; вследствие монотонности кривой вершина М-а+1! будет 
иметь меньшую ординату, чем М.р.:, а значит Моа-+. будет на отрезке 
РМъь-э. С другой стороны, Мо. не может совпадать с одной из вер- 
шин Мор или М»р.>, так как, ввиду нашего выбора точки М, имеем 
24-2> 2р-2. Следовательно, М... содержится внутри отрезка 
Мэ»Мэр--э. Выберем теперь точку М, так, что у, > у (и следова- 
тельно у, > 24--2). Повторив те же рассуждения, убедимся, что вну- 
три отрезка Мь» Мор. › содержится еще точка Ма, >, отличная от Мъа+ >, 
и т. д. Получим, что внутри отрезка М.„М.р+› содержится бесконеч- 
ное множество четных вершин ломаной. Следовательно, отрезок 
Мо»Мэр-з содержит точку концентрации ломаной, и эта точка концен- 
трации — второго рода. Итак, в произвольной окрестности точки Р 
содержатся точки концентрации второго рода. 

2. Кривая в окрестности точки Р проходит во второй и четвертой 
четвертях, Р есть точка непрерывности. Построим какую-нибудь глав- 
ную окрестность А точки Р. Нетрудно показать, что внутри А содер- 
жится, по крайней мере, один полный завиток расширяющейся спи- 
рали, например, М.М р. Мэр Мэь+зМэр-4, где Мьор и Мэр 4 — вер- 
итины ломаной, лежащие на биссектрисе внутри А по одну и ту же 
сторону от Р. Область, ограниченную этим завитком и отрезком 
Мэ»Мэр.4, обозначим С. Внутри С содержится бесконечно много точек 
начального множества. Выберем из них точку М», такую, что у, > 2р 
(и следовательно, у, > 2р-- 4). От точки М, исходит расширяющаяся 
спираль, которая через конечное число звеньев должна выйти из об- 
ласти С, что можно осуществить только через отрезок Мо»Мор+4. Но 
это значит, что внутри отрезка М›„М›р.. содержится вершина лома- 
ной 15.., где 29-4 > 2р-ф4. Рассматривая последовательность 
точек начального множества М», М, М..,... (%<у<\,< ...), 
убедимся, что отрезок Мэ»Мэр.. содержит бесконечно много четных 
вершин ломаной, а значит, содержит точку концентрации второго 
рода. 

Итак, произвольная главная окрестность точки Р содержит точку 
концентрации второго рода. 

Замечание. Если точка выметания есть точка разрыва кривой, 
то она может не быть предельной точкой точек концентрации. Это воз- 
можно, если в главной окрестности кривая проходит в четной четверти 
(фиг. 5). Подробнее об этом случае см. в следующем параграфе. 

Из всего изложенного в настоящем параграфе вытекает 

ТЕОРЕМА 14. Если ломаная итерации непрерывной кривой имеет 
точку концентрации первого рода, то она имеет или только одну, или 
бесконечное множество точек концентрации. 

Или более общая: 

ТЕОРЕМА 11а. Пусть данная кривая такова, что на биссектрисе нет 
точек, в которым бы примыкала ветвь кривой в месте разрыва с отрица- 
тельным угловым коэффициентом касательной. Если для такой кривой 
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ломаная итерации имеет точку концентрации первого рода, то она 

имеет или только одну, или бесчисленное множество точек концентрации. 
Приведем примеры ломаных итерации, имеющих точки выметания. 
Пример 1. Кривая дана следующими уравнениями: 


1 
УЕ ра для О< т=< 9 (ветвь Г,), 


= 5 (2— 1108? [4+ (2—1)] для 1<5<2 (ветвь Г,). 
Здесь ри 4— натуральные числа. Для остальных значений х кривая 


произвольна (фиг. 41). 
Ломаная итерации начата построением от точки М, на кривой И 
Зея 


с координатами 2, = 2; у, = . Оказывается, что ломаная не вы- 


рожденная, все ее нечетные 
вершины расположены на 
ветвях Г, и Г,, четные на 
соответствующих — отрезках 
биссектрисы. Все точки кри- 
вой и биссектрисы, имею- 


щие абсциесы х => (#=0, 


9 
1, 2, ...), являются точками 
концентрации второго рода. 
Начало координат есть точка. 


выметания. 
В самом деле, пусть на 
Фит. 11 ветви Г, имеется вершина 
Мь, с абециссой 1ь„=1- 
1 1 
+2. Ее ордината будет У ян (4 ся . Следующая вершина, 


М.„, »=А„--1, будет на бисссктрисе, ее координаты будут 
1 4 га 
Е =. 


При дальнейшем построении будем иметь лестницеобразную ветвь 
ломаной, удаляющуюся от начала, причем каждая четная вершина 
будет иметь абсциссу, в р раз большую, чем предыдущая. Так что 


через конечное число шагов мы придем к вершине /ЛМ,„-о» (четной) 
с координатами 


В 1 
Туя--2т = Ущчат = 5 (1 +) 7 


Следующая, нечетная вершина М,,-5„.1, будет иметь ту же абс- 
354 


Л Л 
Циссу, Т.е. Т, +91 р (1 а = Ее › следовательно, она будет 


на ветви Г,; четная же` вершина М... будет иметь абециссу 


1 
Фиат = 1 ит > 1; значит, вершина М,,..2..з будет на ветви Г., 


1 
причем т,„+оиз=1- да. Обозначив у„-|-2и-+3= Аи. 1, можем сказать 


ОБ ИТЕРАЦИЯХ ФУНКЦИИ 89 


следующее: отправляясь от точки М», на ветви Г с абсециссой 
4 
ть, =1 -а › мы попадем в окрестность нулевой точки, и через ко- 


нечное число шагов вернемся на ветвь Г, в точку М» с абсциссой 


п+1 
1 
Хил = 1 дит - Так как начальная точка ломаной М, лежит на кри- 
, = 1 
вой Г, и имеет абециссу и =2=1- 5, то вся ломаная представляет 


гобой неограниченную последовательность циклов описанного вида. 
Вершины ломаной имеют абсциссы вида 


К 
Р` (1 К 01 
р» НЕ 4" 1 


0, 


Фиг. 12 


Отсюда легко видеть, что точки кривой и биссектрисы, абециссы 
которых имеют вид =, п = 0,1,2,..., являются точками кон- 
центрации второго рода. Нулевая точка есть точка выметания. Точки 
М„„ образуют начальное множество. 

Пример 2. Пусть кривая дана следующими уравнениями: 


у=—х для —2<1=<0 (ветвь Г), 
а+1 
Р4 


у= — (2— 1) 0? [94 -+(х—1)] для = (ветвь Г.). 


у= — рх для 0=—= 


(ветвь Г,), 


Здесь`ри 49— натуральные числа. Для остальных значений х кривая 
произвольна (фиг. 12). 

Ломаная итерации начата построением от точки М, с координатами 
х, = —9у, =—2. Все точки кривой и биссектрисы, имеющие абсциссы 
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1 
х=-; (п=0, 1, 2,...), являются точками концентрации второго рода. 
Р 


Начало координат есть точка выметания. 

В самом деле, построим вспомогательные системы координат, как 
показано на чертеже: ХУ (начало в точке х = — у= --1) и &1 (начало 
в точке хт=1; у=0). Построим главную окрестность А точки Р, огра- 

1 +1 
ниченную прямыми х= ее, Ею ЧЕ 

РЯ Ра 
ница А показана гугктиром). Уравнения ветвей Г, иг, в новых коор- 
динатах будут: 


—- = (на чертеже гра- 


У (ветвь Г) 


= - ор (4-Е) (ветвь Г,). 


Как и в предыдущем примере, подсчет координат последовательных 
вершин ломаной показывает, что если на ветви Г, имеем вершину 411, 


, 1 
с координатами =, то при дальнейшем построении лома- 
уе : 
ной через два шага мы придем к вершине на ветви Г, с коорди- 


1 1 1 
натами ЕЁ” = г 1 (9) а (1 + а) . Следующая вершина, М,,, на 


1 1 
биссектрисе, будет уже внутри А, ее координаты х,„=у,„ = (4 =) 5 


Далее ломаная образует расширяющуюся спираль такую, что после 
каждого оборота абсцисса вершины увеличивается в р раз. Таким 
образом, (п 1)-й завиток спирали уже выйдет за пределы А; мы при- 
- т 1 
дем к вершине М»„. на ветви Г с координатами ХО уе = 


971 ? 
завершив построение одного цикла ломаной. Так как начальная точка 


ломаной имеет координаты Х =У =1, то вся ломаная представляет не- 


ограниченную последовательность циклов описанного вида. Внутри А 


Л и 
четные вершины с абсциссами рат (1 - эт ) О о. 


зуют начальное множество. На ветвях Г, Г,, Г, кривой и на биссек- 
трисе имеем множество вершин ломаной, абсциссы которых имеют вид 


К < 
Р 1 К=©, 1 т ила 
в) А 


А 


1 
Легко видеть, что точки с абсциссами ый Е И А 
точками концентрации второго рода. 


3. Ломаные итерации, имеющие конечное число точек концентрации 


Рассмотрим точку кривой Р, в которой кривая непрерывна. Как 
слева, так и справа от Р существуют монотонные отрезки кривой 
7’, 1”, прилегающие кР. Если Р есть конец ветви кривой в месте 
разрыва, то к Р также прилегает монотонный отрезок кривой, но 
лишь с одной стороны. Если Р есть точка биссектрисы, то будем рас- 


сматривать произвольные отрезки биссектрисы \’, 1”, прилегающие 
к точке Р слева и справа. 
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Точку Р, рассматриваемую в связи с каким-нибудь монотонным 
отрезком кривой (или отрезком биссектрисы), прилегающим к Р, будем 
называть ориентированной точкой Р. Очевидно, каждую точку можно 
ориентировать не более, чем четырьмя способами. 

В дальнейшем будем иногда для краткости конец ветви кривой 
в месте разрыва называть точкой кривой. 

Будем говорить, что точка Р, кривой (биссектрисы) ориентированя 
соответственно точке Р,_, биссектрисы (кривой), имеющей ту же абс- 
циссу (ординату), если ломаная итерации, имеющая вершину на бис- 
сектрисе (на монотонном отрезке кривой, прилегающем к Р»-1) с пз- 
бранной стороны точки А 
В,_, достаточно близко $ | 
к Р,_:, будет иметь сле- 
дующую вершину на моно- 
тонном отрезке коивой, 
прилегающем к Р» (на 
биссектрисе) с избранной 
стороны точки Р,. 

Всякую точку кривой 
можно, очевидно, ориен- 
тировать соответственно 
точке биссектрисы. имею- 
щей ту же абсциссу. Точку 
биссектрисы Р» можно 
ориентировать — соответ- 
ственно точке Р,_: кри- Фиг. 13 
вой в том случёс. когда 
отрезок кривой, прилегающий к Р,_1. не есть отрезок прямей, парал- 
лельный оси Х. В дальнейшем этот последний случай будем исключать. 
т. е. будем считать отрезки 1’, у” строго монотонными. 


Итерационным многоугольником будем называть многоугольник, 
построение которого производится следующим образом (фиг. 13). Возь- 
мем на биссектрисе произвольную точку Р, и ориентируем определенным 
образом относительно биссектрисы. Проведем через Р, прямую, парал- 
лельную оси У. Если абсцисса точки Р, есть точка непрерывности 
функции у=0(5), то эта прямая пересечет кривую в некоторой точке 
Р,; если абсцисса точки Р, есть точка разрыва функций у=Ф (57), то 
на этой прямой будут лежать концы двух ве: вей кривой, из которых 
выберем тот, который можно ориентировать относительно кривой соот- 
ветственно точке Р,; обозначим его Р,. Орпентнровав точку Р, в том 
и другом случае соответственно точке Р,, проведем через Р, прямую, 
параллельную оси Х до пересечения с биссектрисой в точке Р,, кото- 
рую ориентируем относительно биссектрисы соответственно точке Р,, 
ит. д. Если, построив таким образом конечное число точек Р,, Р,, ..., 

., Р„_а, мы опять придем к точке Р‚, то многоугольник Р,Р.Р, ... 
... Р‚„Р, и будет итерационным. Точки Р,, а а 
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и только их будем называть вершинами итерационного много- 
угольника. 

При построении итерационного многоугольника может случиться, 
что для некоторого Ё вершина Рэ»., совпадает с Рэь, тогда Рэь-о 
также совпадает с Р.ь и с Р.,»... Это будет в том случае, когда 
Р., есть конец ветви кривой, прилегающей к Р.ъь со стороны, соот- 
ветствующей ориентации точки Р.». Если при этом Р»» соответствует 
разрыву кривой, и ветвь кривой, имеющая концом Р.ь, имеет отри- 
цательный угловой коэффициент в окрестности Р›», то Роь+.з будет 
отлична от Ро» (фиг. 43, вершина Р.). Если же Ро» есть точка непре- 
рывности кривой, и угловой коэффициент обеих ветвей кривой в окрест- 
ности Ро, отрицателен, то Рэк:з, а значит и Рэл.., совпадает с Р.к; 
итерационый многоугольник вырождается в точку. Точно так же, 
если ветвь кривой, прилегающая к Р.» соответственно ориентации Рэь, 
имеет в окрестности Р.„ положительный угловой коэффициент, то 
итерационный многоугольник сводится к одной точке Рьь. 

Заметим, что если среди вершин итерационного многоугольника 
нет точек разрыва кривой, то такой многоугольник есть не что иное 
как замкнутая (вырожденная) ломаная итерации. 

Положительным направлением обхода итерационного многоуголь- 
ника будем считать то, при котором вершина Р,, лежащая на кривой, 
следует за той вершиной Р,_!, лежащей на биссектрисе, которая 
пмеет ту же абециссу, что и Р, (следовательно, вершина Р‚, лежащая 
на биссектрисе, следует за вершиной Р;_1!, лежащей на кривой, имею- 
щей ту же ординату, что и Р)). 

Замечание. Мы построили итерационный многоугольник, исполь- 
зуя понятие ориентированной точки. Однако термин «итерационный 
многоугольник» обозначает полученный в результате описанных опе- 
раций многоугольник, расематриваемый в обычном смысле, не прини- 
мая во внимание ориентации вершин. 

Рассмотрим какую-нибудь вершину данного итерационного много- 
угольника, лежащую на биссектрисе, обозначим ее Р‚, ориентируем 
каким-нибудь способом относительно биссектрисы и, начав от Р, обход 
многоугольника в положительном направлении, будем ориентировать 
каждую вершину соответственно предыдущей и обозначать их попреж- 
нему: Р., Р,, Р.,..., Рь-1. Переходя от Р„_, к Р,, ориентируем Р, 
второй раз, в соответствии с ориентацией Р„_,. Вообще говоря, точка 
Р. будет ориентирована теперь иначе, чем вначале. Обозначим рт 
ориентированную второй раз точку Р,. Многоугольник Р.Р, ... Р„_:Р, 
вершины которого ориентированы описанным способом, назовем ориен- 
тированным итерационным многоугольником. Один и тот же итера- 
ционный многоугольник можно ориентировать, вообще говоря, несколь- 
кими способами. Поэтому будем строго различать понятия: «итера- 
ционный многоугольник» и «ориентированный итерационный много- 
угольник». 


Если ориентированные вершины Р, и Р, совпадают, то ориентиро- 
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ванный итерационный многоугольник Р,Р,...Р,_(Р, будем называть 
замкнутым. 

Если ориентировапный итерационный многоугольник Р.Р,...Р„_1Р, 
незамкнутый, т.е. Р, не совпадает с Р,, то, исходя от Р,, построим 
новый ориентированный итерзционный многоугольник РР... ... Бх, 
если это возможно (в том случае, когда среди вершин многоугольника 
Р.Р, ...Р, имеются точки разрыва, это возможно не всегда). Если 
многоугольник Р„Р,..:... Рх окажется незамкнутым, то его ориенти- 
рованная вершина Рх будет совпадать с ориентированной вершиной Р,. 


Тогда мы скажем, что определен замкнутый ориентированный итера- 
ционный многоугольник 2,Р,...Р,... Рх. 

Заметим, что если у итерационного многоугольника Р.Р, ...Р, 
все нечетные вершины суть точки непрерывности кривой, то итера- 
ционный многоугольник Р„Р„.,...Рх (не ориентированный) совна- 
дает с первым, и при обходе ориентированного итерационного много- 
угольника Р.Р,...Р,... Рх каждая сторона многоугольника Р.Р, ... 
... Р,„_:Р, проходится два раза. При этом вершина (не ориентирован- 
ная) Р„.: совпадает с Р; и М=2м. 

ТЕОРЕМА 12. Пусть Р есть итерационный многоугольник с п вер- 
шинами, все нечетные верзиины которого суть точки непрерывности кри- 
вой. Если, кроме того, в каждой из нечетных вершин кривая монотонна. 
то или существует два и только два различных замкнутых ориентиро- 
ванных итерационных многоугольника Р с числом вершин казсдого п, или 
только один замкнутый ориентированный итерационный многоугольник Р 
с числом вершин 2п. Если эже среди нечетных вершин по крайней мере 
одна является точкой экстремума кривой, то существует один и только 
один ориентированный замкнутый многоугольник, и число вершин послед- 
него равно п. 

Пусть дан итерадионный многоугольник ВРуР.Р....Р‚„_(Б.. Заметим, 
что в виду непрерывности кривой в вершинах многоугольника к кай:- 
дой вершине прилегают или только отрезки кривой или только отрезки 
биссектрисы, и значит, каждую вершину можно ориентировать двумя 
и только двумя способами. 

Первая часть теоремы очевидна. Докажем вторую часть. Орзенти- 
руем какую-нибудь четную веритину, допустим Р, некотерым способом 
и соответственно оризнтируем остальные вершины, обозначая их теиерь 


Р.,Р,... Если орнентированный итерационный многоугольник Р.Р)... 
.Р, замкнутый, то первое утверждение второй части теоремы спра- 
ведливо. Если многоугольнек Р.Р: ... Р‚ везамкиутый, то орпентируем 


вершину Р, нпначе, чем в первый раз, и соответственно орментиругм 
остальные вершины, обозначая их теперь Ру, 21... Р,. Пусть Рь вер- 
тина многоугольника Р, являющаяся точкой экстремума кривой, такая, 


что среди вершин Р,, Р,,...,Рь_5 нет точек экстремума. Вершины 
Ре, Р1,..., Рк будут отличны соответственно от Ро, Р1, ..., Рь, а Ри. 


совпадает с Р,.:. Но тогда все последующие вершины Р: (Е=А-- 1, 
+2, ..., п) совпадают соответственно с вершинами Р; (1=А-1, 
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’ и 
К+12...., п). Следовательно Ри совпадает с Ри, т. е. совпадает с в. 
Гаким образом, многоугольник РоР1...Р» замкнутый. Из того же 


построения видно, что не может быть замкнутого ориентированного 
итерацпонного многоугольника с числом вершин больше п. 

Докажем, что не может быть более одного замкнутого ориентиро- 
ванного итерационного многоугольника Р. Предположим, что, кроме 
данного замкнутого ориентированного многоугольника РР: ... Рь, су- 
ществует отличный от него замкнутый ориентированный многоугольник 
Р;Р;...Р’. Значит, существует вершина Р» такая, что РЕ и Р» раз- 
личны, т. е. они получаются путем различного ориентирования вершины 
Р,. Существует вершина Р;, в которой кривая имеет экстремум, но 
среди вершин Рь-1, Ра-о, ..., Р-,: нет точек экстремума. Вершины 
Ру .1,..., Рр_1, Р! отличны соответственно от вершин Ру-1, Рь +», ..., РЕ, 
а вершины Рг.: и Р!1..1 совпадают (ввиду замкнутости ориентированных 
многоугольников безразлично, будет ли (<, [> или {=А). Но 


тогда совпадают вершины Р!.›,...,Р»ь соответственно с вершинами 
Р1..,..., Рь, что противоречит предположению о том, что Ру и Р, 
различны. 


Ориентированной точкой концентрации назовем точку концентрации 
Р, рассматривземую в связи с определенной ветвью кривой или бис- 
сектрисы, имеющей концом данную точку, на которой в любой близости 
к Р находятся вершины ломаной итерации. 

Предельным многоугольником ломаной итерации будем называть 
итерационный многоугольник, все вершины которого суть точки кон- 
центрации ломаной. 

Ориентированным предельным многоугольником ломаной итерации 
будем называть замкнутый ориентированный итерационный многоуголь- 
ник, все вершины которого суть точки концентрации, ориентированные 
так же, как вершины многоугольника. 

ТЕОРЕМА 13. Если ломаная итерации имеет конечное число точек 
концентрации, то существует конечисе число предельных многоугольников 
этой ломаной, а также конечное число ориентированных предельных 
многоугольников. Вершинами этих многоугольников исчерпываются все 
точки концентрации данной ломаной. Если число точек концентрации 
больше единицы, то ни один из предельных многоугольников не выроэж- 
дается в точку. 

Если ломаная итерации имеет единственную точку концентрации, 
то эту точку можно считать вырожденным предельным многоуголь- 
ником. 

Пусть ломаная итерации имеет и точек концентрации, п > 1. По 
крайней мере одна из этих точек лежит на биссектрисе. Рассмотрим 
одну из таких точек, обозначив ее Р,. К этой точке или не прилегает 
ветвь кривой ни с какой стороны, или является концом одной из вет- 
вей кривой в месте разрыва, ибо если бы через Р, проходила непрерыв- 
ная дуга кривой, то Р, была бы или единственной точкой концентрации, 
или предельной точкой бесконечного множества точек концентрации. 


Ориентируем Р, относительно биссектрисы с той стороны, с которой 
на биссектрисе, в любой близости от Р, имеются вершины ломаной. 
Исходя от этой ориентированной точки Р,, будем выполнять построение, 
которое мы делали при определении итерационного многоугольника. 
Очевидно, получающиеся при этом вершины Р,, Р,,... будут точками 
концентрации, ориентированными каждая в соответствии с предыдущей. 
При этом мы не можем встретить точки Р,, к которой с рассматри- 
ваемой стороны прилегает кривая в виде отрезка прямой, параллельной 
оси Х, так как в этом случае ломаная итерации была бы вырожденной. 
ПЛоманая Р.Р, ..’. должна замкнуться, так как число точек концентра- 
ции конечно. Ясно также, что ориентированный итерационный много- 
угольник Р.Р, ... также должен замкнуться по той же причине. Полу- 
чим один ориентированный предельный многоугольник и один или 
несколько предельных многоугольников. Если этим построением мы не 
исчерпывали всех точек концентрации ломаной, то рассмотрим остав- 
шиеся и повторим то же построение. После конечного числа таких 
операций мы, в конце концов, исчерпаем все п точек концентрации 
ломаной. В результате получим конечное число предельных многоуголь- 
ников и ориентированных предельных многоугольников. Ни один из 
них не может сводиться к точке, так как тогда ломаная итерации 
имела бы или одну или бесконечно много точек концентрации. 

Пусть дан ориентированный итерационный многоугольник Р.Р, ... Рух. 
Обозначим “1, {з, ..., ]м-: монотонные непрерывные отрезки кривой, 
прилегающие соответственно к вершинам Р/, Рз, ...Рм_1. На бис- 
‹ектрисе вблизи точки Р, (с той стороны, которая соответствует ориен- 
тации этой точки) можно взять точку О,, столь близкую к Р,, что 
если начать от нее строить ломаную итерации 00:05... Ох ..., то ее 
вершины О\, Оз, ..., Ом-1 будут находиться соответственно на отрезках 
уг, \з, ...; /х-1 столь близко к вершинам Р:, Рз, ..., Рм_1, что отрезки 
кривой и биссектрисы РО, Р:О1, ..., РхОх, которые мы будем обозна- 
чать соответственно 10, |1, ..., м, будучи, конечно, монотонными и не- 
прерывными, пе будут иметь попарно общих точек, за исключением 
следующих случаев: 

1) если ориентированные вершины ВР; и Р, определяются различной 
орпентировкой одной и той же вершины итерационного многоугольника, 
то эта вершина является общей точкой отрезков и и \; 

2) отрезки 10 и {у имеют во всяком случае общую точку — вершину 
р. а если наш ориентированный итерационный многоугольник замкну- 
тый, то или один из 10 и 1х содержится в другом, или даже они совпадают. 

Из произвольной точки 3}, отрезка 1, будем строить ломаную ите- 


рации 9%90:9%,...; ее вершины УЭ&, 3%, ...,%, будут лежать на 
отрезках 11, 12, ....1\у. Будем рассматривать лишь конечные ломаные 
Зи, ...9. Всякая точка любого из отрезков 5, 11, ..., [м является 


вершиной одной из таких ломаных. Область, заполняемую всевозмож- 
ными ломаными такого рода, будем называть окрестной полосой ориен- 
тированного итерационного многоугольника. 
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Ломаную 0,0, ... Ох: назовем внешней границей полосы; отрезок 
0.Ох— отрезком замыкания (фиг. 14). 

* * * 

Легко убедиться, что ввиду монотонности отрезков 10, |1, ...-, 1х 


окрестная полоса обладает следующими свойствами: 


1. Ломаная итерации, имеющая вершину на каком-либо из отрезков 

у: окрестной полосы, при дальнейшем построении проходит последова- 
тельно отрезки 11.1, {:..2, ... Достигая, наконец, последнего отрезка ул. 
2. Если две ломаные итерации Г/ и [/" имеют на отрезке 1: соответ- 
ственно вершины М’и ЛМ”, то в случае, когда М’ ближе к Р;, чем 
М”, при дальнейшем построении вершины ломаной Г” будут ближе 
к вершинам итерационного много- 

0 / угольника, чем соответствующие 
вершины Д/”, пока ломаная не вый- 
дет за пределы окрестной полосы. 
Кроме того, принимая во вни- 
мание непрерывность отрезков 


у, 1, ..., Ух, можно доказать 
следующее свойство окрестной 
полосы: 


3. Пусть на отрезке ул, нахо- 
дятся вершины М, и М» лома- 
ных итерации Г’ и Г”, и вершины 


Миа и М =4,2;.. груэтих 

ое (.н ломаных также находятся внутри 
“ 5 окрестной полосы. Тогда вершины 
Фиг. 14 М.-р и Мь-р находятся на одном 


и том же отрезке \., причем если 
изменять ломаную Г” так, чтобы М, стремилось к М, то Ми.ь будет 
стремиться к Мур. 

Мы построили окрестную полосу, взяв точку О, вблизи вершины Г», 
с определенной стороны от последней. Если вершина Ох внешней гра- 
ницы полосы окажется с той же стороны, то будем называть такую окрест- 
ную полосу замкнутой окрестной полосой. Если же точка Ох будет 
по другую сторону от Р,, чем О’, то окрестную полосу’ будем называть 
открытой. 

Окрестиой полосой итерационного многоугольника Р будем называть 
окрестную полосу какого-нибудь ориентированного итерационного мно- 
гоугольника Р. 

Можно показать, что всякая окрестная полоса ориентированного 
замкнутого итерационного многоугольника есть замкнутая, а всякая 
окрестная полоса ориентированного незамкнутого итерационного много- 
угольника — открытая. 

В самом деле, пусть Р, есть начальная вершина замкнутого итера- 
ционного многоугольника. Значит, можно взять точку 0" столь близко 
к Ро, что окрестная полоса А’ с внешней границей (0501...Оу будет 
замкнутая, т. е. Ом будет по ту же сторону от Ро, что и 0$. Рассмо- 
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трим произвольную окрестную полосу А с внешней границей 00, ... О\, 
где О, взята по ту сторону от Р,, которая соответствует ориентации 
точки Р,. Построим теперь окрестную полосу А’с внешней границей 
0.0: ... Ох, где Об лежит между Ро и Оо. В силу свойств окрестной 
полосы, Ох должна быть между Ру и Ох. Следовательно, если А замк- 
нутая полоса,’ то и А’ замкнутая, если А открытая, то и А’ открытая. 
Но так как существует замкнутая окрестная полоса А’, то всякая 
окрестная полоса замкнутая. 

Таким же образом докажем, что для ориентированного незамкнутого 
итерационного многоугольника всякая окрестная полоса — открытая. 

Будем говорить, что ломаная итерации монотонно приближается 
к замкнутому ориентированному многоугольнику Р, если, какова бы 
ни была окрестная полоса А многоугольника Р, можно указать такую 
вершину ломаной, начиная с которой вся ломаная лежит внутри Д*. 

Многоугольником выметания называется замкнутый ориентированный 
птерационный многоугольник, к которому никакая ломаная итерации 
не может приближаться монотонно. 

Многоугольником сходимости назовем замкнутый ориентированный 
многоугольник, у которого имеется окрестная полоса, обладающая 
следующим свойством: всякая ломаная итерации, вершина которой 
содержится внутри А, при дальнейшем построении монотонно прибли- 
я‹ается к многоугольнику. 

Предельным многоугольником множества % итерационных много- 
угольников будем называть замкнутый ориентированный итерационный 
многоугольник Р, в любой окрестной полосе которого целиком содержится 
бесконечно много итерационных многоугольников множества $. 

В качестве примера можно привести ориентированный итерацион- 
ный многоугольник Р для кривой, отрезки которой в окрестностях 
нечетных вершин суть отрезки прямой с угловыми коэффициентами 


К, ..., К. Простой подсчет координат последовательных вершин 
ломаной, начатой построением внутри окрестной полосы, показывает, 
что если А, ^,...А < 0, то многоугольник Р незамкнутый. Если 
Ориной < ето Р есть многоугольник сходимости, ссли №, К,...К,>1, 
то Р есть многоугольник выметания, а при №,Ё,...К,=41 он есть 


предельный многоугольник множества итерационных многоугольников, 
так как ломаная, начатая ‘построением в любой точке внутри окрест- 
ной стороны, замкнется, и, следовательно, она будет итерационным 
многоугольником, содержащимся внутри А. 

Можно построить также итерационный многоугольник Р, в любой 
окрестной полосе которого содержится лишь счетное изолированное 
множество итерационных многоугольников. Каждая вершина много- 
угольника Р будет предельной точкой последовательности вершин 


+ Это специфическое определение понятия «монотонизя сходимость» для ориен- 
тированного многоугольника нужно потому, что ломаная итерации может прибли- 
жаться к данному мнороугольнику ® разных еторон различным образом. 


7 тезвеестий АН, Серяя математическая, 28 1—2 
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итерацнонных многоугольников, расположенных на отрезке кривой 
или биссектрисы, прилегающей к этой вершине. 


Пусть, например, кривая на отрезке —1 <=х=<1 определена так: 


и 


у=](х) + М (++ 1)“ эт +1 для —1=<=2<0, 
х=1 (4) дляти 0’ 
Здесь } (5) — функция, монотонная и непрерывная вместе с производными 
первого и второго порядка на отрезке —1=<х=<0, причем 


1(0)=0, /(—1=1, 
|1 (2) |[> К,, [| (2)! > К, для —1=х=0; К, >0, К, 


М<=, Р=ша(К,, К,). 

Таким образом, в каждом из промежутков [—1;0]; [0; 1] кривая 
монотонна, имеет непрерывно вращающуюся касательную и определен- 
ное направление вогнутости. Для этой кривой существует итерацион- 
ный квадрат А, абсциссы вершин которого равны —1 и 1. Кроме 
того, существует счетное множество итерационных квадратов В,, 


абсциссы вершин каждого из которых будут + (1->), ыы = 


квадрат А является предельным для множества квадратов А). 


Рассмотрим еще достаточный признак, позволяющий судить о харак- 
тере данного итерационного многоугольника: 

Пусть Р есть ориентированный замкнутый итерационный многоуголь- 
ник с числом вершин № =2п; А.К,,...,К, угловые коэффициенты кри- 
вой в нечетных вершинах многоугольника с той стороны, какая 
соответствует ориентации вершин. Если №Ё,...А,„ >41, то Р есть 
многоугольник выметания; если А, ^,...К, < 1, то Р есть многоуголь- 
ник сходимости. 

Построим окрествую полосу А многоугольника Р, привяв точку Р, 
за начальную; абсциссу точки Р, обозначим &,. Возьмем точку М, 
отрезка биссектрисы Р.О, с абсциссой х, и будем строить ломаную 
итерации от точки М,. Простой подсчет координат вершин ломаной 
показывает, что после одного полного обхода окрестной полосы полу- 
чим вершиву ломаной Мм вблизи точки Р, с абсциссой ху=ё-- 


+ (2, —&)ж*, ...*„, где х,,х,,...,х„— угловые коэффициенты хорд, 
соединяющих вершины ломаной с соответствующими вершинами много- 
угольника. Так как многоугольник Р замкнутый, то хх,...х, > 0. 
Если х,х,...х, «1, то Мм ближе к Р., чем М.; если *.х,...ж>1, 
то Мм дальше от Р‚, чем М.. Обозначим х,х,,...,х, минимумы, 
и п й. 
а х,, х,,..., % максимумы модулей угловых коэффициентов хорд, 
соединяющих нечетную вершину многоугольника с точками отрезка 
кривой внутри А, прилегающего к этой вершине. Пусть А, К,...№, < 14. 
Можно построить окрестную полосу АД такую, что также хх... < 1. 
Тогда очевидно для всякой ломаной внутри А будет х,х,...х, < 1; 
т. е. Р есть многоугольник сходимости. Пусть теперь Ё,А,... К, >14. 


й 


Можно построить окрествую полосу Д такую, что также хх... ж, > 1. 
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Для всякой ломаной внутри А будет х,х,...х, > 1, т. е. Р будет мно- 
гоугольником выметания. 

ТЕОРЕМА 14. Всякий ориентированный замкнутый итерационный 
многоугольник есть или многоугольник сходимости, или многоугольник 
выметания, или является предельным многоугольником множества ите- 
рационных многоугольников. 

Если данный замкнутый ориентированный итерационный много- 
угольник Р является предельным для множества итерационных много- 
угольников, то справедливо последнее утверждение теоремы. Пусть 
этого нет. Тогда можно построить замквутую окрестную полосу А, 
не содержащую ни одного итерационного многоугольника, кроме дан- 
ного многоугольника Р.Р,...Р,. Окрестная полоса может быть выбрана 
так, что ее внешняя граница О.0,... Ок (№ — число вершин ориенти- 
рованного многоугольника Р) будет незамкнута, т. е. Ом не совпа- 
дает с О.. 

Пусть Ом ближе к Р,, чем О,. Будем продолжать строить ломаную 
итерации 0.0,...Ом от Ом далее; обозначим ее [.(0.). Так как Ом 
ближе к Р,, чем О, то вследствие свойств окрестной полосы ломаная 
1. (0) будет приближаться к многоугольнику, именно последователь- 
ность вершин ломаной на каждом отрезке у: (1=0, 1,... №) кривой 
биссектрисы будет монотонно приближаться к соответствующей вер- 
шине Р.. 

В частности, на отрезке Р.О, будем иметь последовательность вер- 
шин ломаной О, Ом, Оэм,..., монотонно приближающуюся к Р.. 
Докажем, что эта последовательность сходится к точке Р.. Предположим, 
что этого нет. Тогда последовательность 0О,, Ом, Ом,... сходится 
к точке Р, внутри отрезка Р,О,. Начнем строить ломаную итерации 
Г(Р.) от точки Р.. Эта ломанзя пройдет последовательно отрезки 
:(=0,1,2,...,№), и мы получим ее вершину Рим на отрезке Р.О... 
Вследствие свойства 3 окрестной полосы к вершинам Р; (=0,1,..., М) 
ломаной Г,(Р’) сходятся последовательности вершин ломаной О 
расположенные на отрезках Р;О;. В частности, последовательность 


Ох, Ок, ... сходится к Рл. Следовательно, Ру совпадает с Р,, т. е. 
внутри А мы имеем итерационный многоугольник РРР уичто 
противоречит построению окрестной полосы. 

Итак, последовательность О,, Ом, Оэм,... сходится к Р,. Но тогда 


последовательности вершин ломаной [.(0,) на отрезках Р.О; сходятся 
к соответствующим вершинам Р;, т. е. ломаная монотонно сходится 
к многоугольнику Р.Р,...Рм. Пусть какая-нибудь ломаная итерации 
Г, имеет вершину М, внутри А. Если М, совпадает с одной из вершин 
ломаной Г (0,), то ломаная Г. будет совпадать, начиная с этой вершины, 
с ломаной Г, (0,), следовательно, сходится монотонно к многоугольнику Р. 
Если М, не совпадает ни с одной из вершин ломаной Г (0,), то она 
находится между двумя вершинами 0, и О‹+м этой ломаной, нахо- 
дящимися на том же отрезке кривой или биссектрисы, как и М,. 
Но тогда, в силу свойств окрестной полосы, при дальнейшем построе- 


7* 
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нии Г, ее вершины будут все время находиться между вершинами О, 
и О,+м ($—> 05). Значит, ломаная Ё также монотонно сходится к много- 
угольнику Р. Этим доказано, что орчентированный многоугольник РЕ 
есть многоугольник сходимости. 

Пусть теперь Ом далее от Р,, чем О,. Докажем, что внутри А нет 
ни одной точки, начиная от которой построение ломаной итерации мы 
получили бы ломаную, приближающуюся к Р. Предположим, что такая 
точка существует. Начиная от нее, мы построим ломаную итерации /., 
монотонно приближающуюся к Р. Рассмотрим вершину Мк, ломаной Г, 
на отрезке Р.О. Как доказано выше, все точки отрезка РМ», обладают 
свойством выпускать ломаные, монотонно сходящиеся к Р. Рассмотрим 
множество К, всех точек отрезка Р,О,, обладающих таким свойством, 
и множество А, точек, не обладающих таким свойством. Множеству КА, 
принадлежит, например, точка О,. Множества К, и К, образуют сече- 
ние, определяющее некоторую точку Ро в отрезке Р.О,. Отправляясь 
от Р., построим ломаную итерации и рассмотрим отрезок этой ломаной 
Р'Р:...Ру. Точка Ру будет на отрезке Р.О,. Пусть Ру далее от ых 
чем Р’. Возьмем точку Мм между Р; и Ру и будем строить ломаную 
в направлении, обратном обычному, но так, чтобы она не выходила 
за пределы А (это обеспечит однозначность построения). Обойдя все 
отрезки Р;0;, мы придем в точку М, между Р,иР.. Тогда, если начать 
построение ломаной от точки М, в обычном порядке. мы получим ло- 
маную Г’ и через № звеньев придем в точку Мм. Но это невозможно, 
так как точка ЛМ, принадлежит множеству А,. Итак, Рм не может быть 
далее от Р,, чем Р.. Так же докажем, что Ру не может быть ближе 
к Р,, чем в: Следовательно, Ру совпадает с Р.. Но тогда мы будем 
иметь итерационный многоугольник Р.Р!...Ру внутри окрестной полосы, 
что противоречит построению последней. 

Итак, если О, заключается между Р, и Ох. то в случае, когда 
некоторая ломаная итерации Г, имеет вершину внутри А, при даль- 
нейшем построении она монотонно удаляется от Р (т. е. на каждом 
отрезке кривой или биссектрисы внутри А, прилегающем к некоторой 
вершине Р, образуется последовательность вершин ломаной, монотонно 
удаляющаяся от этой вершины). Такая ломаная чорез конечное число 
звеньев выходит из окрестной полосы, так как в противном случае она 
должна сходиться к некоторому итерацнонному многоугольнику, содер- 
жащемуся в окрестной полосе, что невозможно. Значит, рассматриваемый 
ориентированный многоугольник Р есть многоугольник выметания. 

ТЕОРЕМА 15. Замкнутый ориентированный итерационный много- 
угольник, являющийся предельным миогоугольником множества итераци- 
онных многоугольников, не может быть ориентированным предельным 
многоугольником ломаной итерациц. 

Пусть замкнутый орпентированный итерационный многоугольник Р 
является предельным многоугольником множества % итерационных 
многоугольников. Очевидно, каждый из многоугольников множества $, 
целиком содержащийся внутри окрестной полосы А многоугольника Р, 
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представляет собой замкнутую (вырожденную) ломаную итерации, число 
вершин которой равно числу ориентированных вершин многоуголь- 
ника Р. 

Предположим, что Р есть предельный многоугольник ломаной 
итерации Г. Рассмотрим окрэстную полосу А с внешней границей 
0.0,...Ом. Отрезок Р.О, содержит как вершины ломаной Г., так и вер- 
тины многоугольников, принадлежащих мнозкеству %. Если какая- 
нибудь вершина ломаной Г, внутри А совпадает с одной из вершин 
некоторого многоугольника, принадлежащего множеству %, то ломаная 
г, вырожденная, и многоугольник Р нз может быть для нее предель- 
ным. Если этого нет, то найдется вершина Л, ломаной Г,, заключенная 
между вершинами 3, и $. двух многоугользиков 3’ и %" множества %, 
содержащимися внутри отрезка Р‚О,. В силу свойств окрестной полосы 
ломаная Ё, начиная с вершины М,, будет находиться между много- 
Угольниками %’ и %"”; следовательно, Р не может быть предельным 
многоугольником ломаной /.. 

Начальным мноэкеством вершин ломаной итерации, принадлежащим 
даннсй окрестной полосе А замкнутого ориентирсванного итерационнного 
многоугольника, будем пазывать множество, состоящее из следующих 
точек: 

1) вершин М, ломаной итерации, содержащихся внутри А на бис- 
сектрисе, и таких, что вершина М, не лежит на отрезке 4: кривой 
внутри А, примыкающей к предшествующей вершине многоугольника; 

2) вершины М,, если она лежит внутри А на одном из отрезков 1 
кривой, прилегающих к вершинам многоугольника. 

Очевидно, что если многоугольник выметания является ориентиро- 
ванным предельным многоугольником ломаной итерации, то любая 
его окрестная полоса содержит бесконечное начальное множество. 


ТЕОРЕМА 16. Если итераиионный многоугольник, все нечетные вер- 
шипы которого суть точки непрерывности кривой, является предельным 
лногоугольником ломаной итерации, то по крайней мере один замкнутый 
ориента рованный многоугольник есть ориенпированный предельный много- 
угольник ломаной. 

Для случая, когда все нечетные вершины многоугольника суть 
точки монотонности кривой, это очевидно. Докажем, что если среди 
вершин предельного многоугольника имеются точки экстремума, то 
сдинственный (теорема 12) замкнутый итерационный многоугольник 
является ориентировэнным предельным многоугольником. 

Предположим, что теорема неверна. Как доказано выше, существует 
только один замкнутый ориентированный многоугольник Р, и число его 
ориентированных вершин равно числу вершин многоугольника Р. 
Построим окрестную полосу А” ориентированного замкнутого много- 
угольника Р, не содержащую вершин ломаной. Рассмотрим вершину Р.. 
В любой окрестности этой вершины на биссектрисе содержатся вер- 
шины ломаной Г, с той стороны точки Р,, которой ‘принадлежит от- 
крытая окрестная полоса А (как было показано, одна сторона любой 
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из вершин принадлежит замкнутому, другая — незамкнутому ориенти- 
рованному многоугольнику). Если взять произвольную вершину М, 
ломаной Г, внутри А вблизи Р., то, так как полоса А открытая, вер- 
шина Мк.» будет вблизи Р, по иную сторону от Р,, чем Мь. В силу 
свойств окрестной полосы, если выбрать М» достаточно близкой к Р,, 
то Мь.„ будет столь близкой к Р,, что окажется внутри А", а это 
противоречит построению А. 

ТЕОРЕМА 17. Пусть ломаная итерации имеет конечное число точек 
концентрации. Бсе точки концентрации являются вершинами единствеп- 
ного замкнутого ориентированного итерационного многоугольника, к ко- 
торому ломаная приближается монотонно. 

Как было доказано (теорема 13), точки концентрации данной ломаной 
являются вершинами ориентированных замкнутых итерационных много- 
угольников. Рассмотрим один такой многоугольник Р и докажем, что 
кроме вершин этого многоугольника ломаная не имеет иных точек 
концентрации. Построим окрестную полосу А многоугольника Р с внеш- 
ней границей О,О,... Ом такую, чтобы удовлетворялись следующие 
условия: 1) внутри А не помещается целиком ни один итерационный 
многоугольник, 2) 0, не совпадает с Оу, 3) отрезок О’Ом не содержит 
точек концентрации ломаной. 

Предположим, что Р есть многоугольник выметания. Тогда внутри А 
содержится бесконечное начальное множество, от каждой точки кото- 
рого отходит ветвь ломаной, выходящая через конечное число звеньев 
за пределы А. Но выйти за пределы А ломаная может только через 
отрезок О,Ох. Каждой точке начального множества соответствует вер- 
шина ломаной на отрезке О,Ом, и наоборот. Следовательно, отрезок 
ООм содержит точку концентрации ломаной, что противоречит построе- 
нию окрестной полосы А. Следовательно, невозможно, чтобы Р был 
многоугольником выметания. Значит, он эсть многоугольник сходи- 
мости, а поэтому ломаная итерации, начиная с некоторой вершины, 
монотонно сходится к Р. Отсюда следует, что кроме Р, нет иных прс- 
лельных многоугольников ломаной. А значит, нет и иных точек кон- 
центрации, отличных от вершин многоугольника Р. 


Следствие. Для того, чтобы ломаная итерации имела конечное 
часло точек концентрации, необходимо, чтобы для данной кривой суще- 
ствовал многоугольник сходимости. Этот многоугольник будет предель- 


ным многоугольником, воль скоро ломаная попадет в достаточно малую 
его окрестность 


Общая структура ломаных итерации, имеющих бесконечно много 
точек концентрации 


Точкой концентрации первого класса будем называть изолированную 
точку концентрации. 


Гочкой концентрации р-го класса будем называть предельную точку 
множества точек концентрации (р—!)-го класса. 
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Пусть множество точек концентрации приводимо. Тогда существует 
число р, такое, что число точек концентрации р.-го класса конечно. 
Будем называть такую ломаную ломаной итерации р,-го класса. 

Рассмотрим одну из точек концентрации р.-го класса, допус- 
тим 3, находящуюся на биссектрисе, с той стороны, с которой 
находится в любой окрестности бесконечно много точек концентрации 
{Р.—1)-го класса; исходя от точки №, с отмеченной стороны, можем 
построить замкнутый ориентированный итерационный многоугольник 
З, З, ... %,-, 3. вершины которого суть точки концентрации р,-го 
класса. 

Рассмотрим далее какую-либо точку концентрации р.-го класса, не 
являющуюся вершиной построенного многоугольника; исходя от нее, 
построим новый итерационный многоугольник Фи», В: +1... Зита В 
и т. д. Таким образом, все точки концентрации р.-го класса 
являются вершинами итерационных многоугольников, число которых 
конечно. 

Итерационный многоугольник, вершины которого суть точки кон- 
центрации р-го класса, будем называть предельным многоугольником 
Ро-го класса. Очевидно, каждый из ориентированных предельных много- 
угольников класса вылие первого есть многоугольник выметания, так как 
иначе ломаная итерации имела бы лишь конечное число точек концен- 
трации. 

Рассмотрим один из предельных многоугольников р,-го класса, 
Р. > 1, обозначим его %’, с числом вершин п,. Построим для него замк- 
нутую окрестную полосу А’. Внутри любой такой полосы содержится 
бесконечное начальное множество. Значит, существует по крайней 
мере одна четная вершина этого многоугольника, допустим %\, 
в окрестности которой на отрезке биссектрисы 1» внутри А содержится 
бесконечно много точек начального множества. Назовем эту вершину 
главной вершиной. 

Рассмотрим вершину $» многоугольника %’, предшествующую вер- 
шине %» (т. е. А’ =А— 1, если > О и’ =п, —1, если К =0), прилега- 
ющий к ней отрезок кривой у», находящийся внутри А и множество 
%((7#) точек начального множества, находящихся в 1». Множество 
вершин ломаной, предшествующих им, находится не на отрезке 1», 
а на каких-нибудь других монотонных отрезках кривой (1), 1®), ..., 1, 
ординаты точек которых не выходят за пределы интервала ординат 
точек отрезка кривой ть. 

Среди отрезков 1(!), 1®, ..., 1 имеется по крайней мере один, 
обозначим его ]», обладающий следующими свойствами: 


1) один из концов отрезка ух, обозначим его Рь, имеет ординату, 
равную ординате точки 5%; 

2) на отрезке у, имеется бесконечное множество вершин ломаной, 
предшествующих вершинам ломаной, принадлежащим множеству % (у*), 
причем Р’, является предельной точкой этого множества; 


о 


3) отрезок 1» имеет с отрезком 1х. не более, чем одну общую точку; 
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если этой общей точкой является точка Ф»., то отрезок *» прилегает 
к точке Зи. с иной стороны, чем ук. 

Ориентированную точку концентрации Р» , рассматриваемую в связи 
с отрезком +», будем называть точкой возвращения, принадлежащей 
вершине $» предельного многоугольника 3%’. 

Докажем, что точка возвращения есть точка концентрации не выше 
(Р.— 1)-го класса. Предположим противное, т. е. пусть Р’ есть точка 
концентрации р,-го класса. Тогда Рх есть ориентированная вершина 
одного из предельных многоугольников р,-го класса. Пусть Рь есть 
ориентированная вершина предельного многоугольника %. 

Рассмотрим ориентированную вершину Р, и, отправляясь от нее, 
начнем обход ориентированного многоугольника %’. От Рь мы перейдем 
к В ит. д.; ранее чем притти опять к Ру, мы встретим вершину %». 
Но от вершины %». мы перейдем к %», следовательно, многоугольник 
замкнется без участия вершины Р». Это противоречит допущению, 
что Р» есть вершина ориентированного предельного многоугольника %°. 

Допустим теперь, что Рьи ФЗ». суть вершины двух различных ориен- 
тированных многоугольников %" и %', р.-го класса. Отправляясь от Рь, 
начнем обход вдоль $”; следующей после Рь вершиной многоугольника 
4$” будет $’. Отправляясь от $», начнем обход вдоль %№’: следующей 
после $». вершиной многоугольника %’ будет также №». Таким обра- 
зом, » является общей ориентированной вершиной многоугольников $” 
и $". Но одна и та же ориентированная вершина не может принад- 
лежать двум различным ориентированным замкнутым итерационным 
многоугольникам: построение ориентированного итерационного много- 
угольника, начатое от определенной ориентированной вершины, вполне 
однозначно. Мы опять пришли к противоречию. Этим доказано, что 
Рь не может быть точкой концентрации р.-го класса. Но точек-концен- 
трации класса выше, чем р,, вообще не имеет данная ломаная. Следо- 
вательно, Рь есть точка концентрации не выше (р, — 1)-го класса. 

Пример ломаной итерации, имеющей систему предельных много- 
угольников второго класса. Кривая дана уравнениями (фиг. 415). 


у=4—х ОЗ авы (ветвь Г,) 
Р:Рз 
у= (х— 1) [4+ (=— 1+5 1<х=Р 1 (ветвь Г,) 
ЕЕ ДЕ |2 вв = С 
у = р, (& —х) рр <2<4 
—=144—х р 1 
у - р ре РэРз 
1 
= (6 — 2) [р,-+ (6—2) “| 6<:= бе: (ветвь Г,) 
РР? Рз 
у= р, (9—2) {5 5 ож 


а=108р. р., В=10брь Ри. 


Здесь р, р., р. — произвольные натуральные числа. 


ОБ ИТЕРАЦИЯХ ФУНКЦИИ 


Для остальных значений х кривая может быть произвольной. 


Фиг. 15 


Введем вспомогательные системы координат гу, ЛУ, 1, как пока- 
зано на чертеже; тогда уравнения ветвей Г,, Г,, Г, напишутся так: 


„+1 
ветвь Г у=х О х=ж 227 
Ни Раз ’ 
ветвь Г, Г =Х (1 Х*) о ра 
| . 
ко р Й 


о 1 = 
ветвь Г, ОЕ) = ны 
178 3 


Докажем, что при подходящем выборе начальной точки ломаной квад- 
раты %,{,$,8, и В, В.В. В,, которые будем обозначать соответственно 


$’ и %”, суть предельные квадраты второго класса. 


вершина ломаной с координатами 


Пусть на ветви Г, имеется 
Е" е п— 7 ое число. При дальнейшем 
Ти» — Ул» — ря + > ‚ где п-— натуральн сло. При д 


построении ломаная образует спираль, удаляющуюся от квадрата $%,, 
причем после каждого оборота абсцисса вершины ломаной на ветви Г, 
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увеличивается в р, раз. Таким образом, на ветви Г образуется после- 
довательность вершин М,,-+ 4» (у=0, 1, 2,..., п— 1) с координатами 


Я ре 
пънь Увнь = (АН) убмниА, ани 


ы 1 > 
Вершина №»,.4„ будет уже на ветви Г, с абециссой т» Е т. е. 20- 
у 


маная выйдет за пределы квадрата $’. Следующая вершина Ми, ли! 
ломаной будет в окрестности вершины %, квадрата $” и будет иметь 


координаты 
т. 1 
Ч по = б.о = рп | 1 +) . 


Далее ломаная образует спираль внутри квадрата %”, причем на бис- 
сектрисе вблизи %, будет последовательность вершин Ми аинььи 
(У=0, 1,..., п 4) с координатами 


р, 1 
вый (1) = 0. я. мт Е 


Вершина М»,„+ви-1: будет последняя вершина этой спирали внутри 
квадрата %”; вершина М»„-в„-з будет уже на ветви Г,, ее координаты 


р 1, 1 1 
68 — р БИ Е ри 1 Е рат ' 


Вершина М» ,+з»-+з будет на биссектрисе вблизи точки В, а Мат: 4 — 
на вотви Г,; положим №, + 8п--4=Аи.1. Координаты этой точки будут 


й 1 
ТЕ ин1 — УК = (1 + т) . 


Таким образом, если начать построение ломаной, например, от точки 
р. +1 
122 
конечно много циклов таких, какой был описан. 


с абсциссой (на кривой Г,), то ломаная будет образовывать бес- 


На ветви Г, будет множество вершин с абсциссами 


р й о 
и * авы 


Таким образом, на ветви Г, точки с абсциссами — 


р Е а 
будут точками концентрации первого класса. Точка %, является поэтому 
точкой концентрации второго класса. А следовательно, вершины %,, 
3,, №. квадрата $” также суть точки концентрации второго класса. 


Вблизи вершины $, квадрата %” на биссектрисе лежат вершины 
ломаной с координатами 


Р 1 у-= 0, 1 ризы 
Иов (1+1) . ЗУ ) 
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поэтому точки биссектрисы с координатами 


Ив = би = (2—0. 1. 2. ВВ ) 
рэ 
суть точки концентрации первого класса. Значит, верзаина %,, а вместе 
9 3 
с чей },, 3., №, являются точками концентрации зторого класса. 
Точки Х=У=0и & =ч=0 суть точки возвранения, принадлежащие 


соответственно квадратам %” и %°. 


Поступило 
17 НЕ 1941 


$. РООГКТХЕ. ЗОВ ГУТЕВАТТОМ ОЕЗ ЕОМСТ:0Х$ В°СХЕ УАВТАВГЕЕ 
УБЕРЕМРАМТЕ 


ВЕЗОМЕ 


бо Чоппёе ипе соигре у=е (5), ©(х) ап ипе Гонецоп амуаев(е 
а6Йпле роиг 1ощбез |ез уа]еигз 4е х, сопбпие раг!оиё запЁ рейб-@ ге 
рог ип пошЪге Япт 4е ройбз 4е А1зсопирайе 4е ртепиёге езрёсе с! 
п'‘ауап6 аи’ипе диап Ише 4е ройиз 9’ежтештит. Га соигБе ез 
зиррозёе 4’ауот ипе {апвеп{е 4и1 уаг1е 4’ипе {асоп сопИпие ауес х зай! 
рещ-@те еп ип пошЬге Пл1 4е ро1п{з апешатез еф 4е роз @’аггё& ев 
п’ауог ап’ий пошЬге Пи1 4е ро1{з 4’тЙех1ов. Га Попе ро|усопа]е Че 
р Ибгамоп ез® сопз\гаце 4е 1а {асоп эллуаще: оп ргеп4 зиг Гахе 4ез х 
ий ро! агЬИташе т, её Гоп таёпе раг се ро1п& ип зесшепь Че Чгойе 
рагаПё]е а Гахе 4ез у ]азач’а 1’ицегзесоп ауес {а соигфе дапз ]е ро! 
М,; раг 1е рошё М, оп шёпе епзице ип зесшеп( Че @гойе рагаПе]е 
а ’ахе 4ез х мзаи’а |’ицегзес410от ауес 1а агоце у=х Чапз 1е ройц 11; 
раг М, оп шёпе епзаЦе ип зестепь 4е агоме рага\@е а Гахе 4ез у 
)азач’а Рицегзесиой ауес 1а соигЬе 4апз 1е розпё М, её ашз 4е зиЦ». 
Оп оЪйепф ае сейе тшаплёге ипе 11опе ро]ухопа]е пище №М,М,М,... Тез 
зотте{з ае сефе Пспе ро|!уговае з16а6$ зиг а соптЬе зегоп потгэез 
1ез рогп1$ стрит$ еф 1е; зоттоез $Илбёз зиг а 4гойе у=х зегоп пот- 
1165 [65 р0т1$ роту. Га Ивепе ро!усопа!е аз ор4епие соггезрола 
а Гибгайоп 4е 1а Гопемовп у=Ф(1) ауес 1а уа|еиг зле х=д;. 

$1 1а Попе ро!узова]е 4е 1’Ибгайоп пе решф раз 6ге етегштеёе апз 
аисипе гёслоп Богпёе, еПе езк оц ф1еп ип езсайег фил з’'@101опе шаеЙи1- 
тепф ои епсоге ипе зрагайе з’6]аг915зап® 1п4ёЙйпиптет. Райз 1е саз 
сошташе, ой 1а Попе ро]усопа]е ае ’1&6гамов езё сомепие аапз иле 
гёолоп Богоёе, ’епзетБ]е 4е зез зоттей а аи то1м$ ип роз Ишие. 
Оп рошф ПтИе 4е Гепзет ]е 4ез зоттефз 4е 1а Попе ро1усопа]е 4е 
ГИбгамоп ез поттё {е рот 4е соп4епзайоп 4е 1а Попе ро]узопа!е 
ае 1’Ибгамоп. 91 101% уо1зтасе 4е се ро1пф сопепе е\ 4ез ро1п{з ра1гз 
её 4ез ро1т{з Ипра!тз, ]е 1е пошше 1е рош\ 4е солсепёга\лоп 4е ргеплеёте 
езрёсе. 5’ ех1{е, аи сопигаште, ип уставе 4е се ро пе сошепай 
Чие 4ез роз ратз оп дае 4ез ройиз ппрашз, }е {е поте 1е ро 
Че сопсепгаот 4е зесоп4е езрёсе, 
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П ех1е 4ез Испез ро]усопа!ез 4е ’Иёгайоп 4е {1урез зитуам: 


1. Та Нопе ро!усопайе 4е ГИёгайой п’а 4и’ип зе! рот 4е сопсеп- 
(гайоп. Рапз се саз 1а Пепе ройусопа]е 4е ГИбгайой езё оп рлеп ип 
езсаНег чай сопуегае уегз се рот Фипе шаплёге шотпаще, ом те 
зрга!е сопуегоеапф уегз №1 4’опе тап1ёге шопо{опе; се ро ид ие 
фе сопсетАгаМоп езф Че ргетплёге езрёсе. 

2. Та спе ро]усопа\е 4е ’Ибёгайот а ии пошьге ИЙп1 зирегечг & 
ал Че роз 4е сопсепйтайот. Папз се саз 1ез роз 4е сопсегитазой 
5016 оп еп 4ез зоттез 4’ип ро|ухопе Чопё 1ез с0(6з з0пё рагаИв\ез 
зих ахез 4ез соог4опбез, оп епЙп Из з0пё Чез зоттейз 4е р!азенг$ 
ро!усопез 4е сеще езрёсе, {огтап® пп зуз6ёте {е], Чие юз 1ез ро]убо- 
пез 4е се зуёше репуеп+ &те рагсоигиз 4’ип зем] топуететф соп пи 
(12. 43). 1е попите сез ро]ухопез 1ез ро]усопез пез. Те поте 4е 
ро!узопез ИтИез пе решф Абраззег пи чае Чаап@ рагшт 1ез роз 4е 
сопсештайоп ПИ у епа сеих 4е Па Ч41зсопараие 4е 1а сопгЬе. Га 
сопуегоепсе 4е 1а Поре ро!усопа!е де |’Иёгамой уетз 1ез ро1убоптез 
В пез ез6 шопо{юпе. 

3. Та Испе ро]усопае 4е Т’Иёгайоп а ипе шбптИб 4е роз 4е 
сопсетёгамот, ГепзетЪ\е 4ез зотпе{з 4е 1а Попе ро]узопайе @апё \е1, 
ие зоп епзет е 46муб 4е Гогаге р сопепть ип пошЬге Ни 4е ро!т!®. 
Сез ро1и{$ зопь 4ез зотте{з 4ез ро]усопез Чоп }е5 с04@5 500% рага]- 
16!ез аих ахез 4ез соогаоплёз. Зе 1ез поте 1ез ро!ухопез ПтИез Че 
с]аззе р. Та сопуегсепсе 4е ]1а Испе ро]усопа!е уегз 1ез ро]усопез 
БшЦез 4е с1аззе зарёчеиге а ип п’ез{ раз топо\опе: ]а Пете ро]усопае, 
аргёз @те еп4гбе далз ип сембал рейь уолзтаае 4’ип 1е] ро]усопе, ]1е 
фаИде епзице её раззе Чапз ип реф уо13тасе 4’п аште роугопе, 
(и’еЙе ди! Ме епзийе ацзз$1; аргёз ип пошфге Йпт 9е раз 1а Иопе 
ро}узопа!е епйге 4е почуеаи Чапз ]е тозипасе ае ртепиег ро!усопе. 
Рапз 1е саз рагисиНег ой 1е ро]узопе ИтИе Ч6овпёге еп ип рошё 4е 
сопсеттаИопт, поз оБ1епой$ аи Пеи 4’ип роЙузопе Итие ип ро 4е 
сопсетитаМоп 4е ргетаёге езрёсе ций езф аа рошё ИтиИе 4е ’епзеше. 
4ез ротиз 4е сопселитайоп Че зесоп4е езрёсе. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГТЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ $СТЕМСЕЗ ОЕ 1.0855 


Серия математическая 6 (1942), 109—113 Зее тафёта аце 


КРИТИКА И БИБЛИОГРАФИЯ 


Б. Н. ДЕЛОНЕ ид. В. ФАДДЕЕВ. Теория иррациональностей 
третьей степени, Труды Математического института им. В. А. Стек- 
лова Академии Наун СССР, ХГ, Изд. Академии Наук СССР, 1940, 
340 стр. 


Геория квадратичиого алгебраического поля закончена в классических трудах 
Лагранжа и Гаусса. Следующий за ней случай нубического поля представляет 
особый интерес для современной теории чисел по двум причинам: с одной стороны, 
все вычисления с кубическими числами (определение базиса, разложение чисел на 
простые идеалы и т. д.) могут быть произведены на самом деле, с другой стороны, 
туг выступают особенности алгебраической и арифметической структуры, характер- 
ные для любого алгебраического поля, которые оставались незаметными в простей- 
шем случае квадратичного поля. Несмотря па большое число нмевшихся по куби- 
ческому полю работ, до сих пор не было монографии, которая объединяла бы этн 
работы и давала направление для дальнейших исследований. 

Рецензируемая книга восполняет этот пробел. Значительную часть ее занимает 
изложение многолетних глубоких изысканий авторов: Б. Н. Делоне и его ученика 
Д. К. Фаддева; работы ‘других ученых — Вороного, Туз ин Зигеля — также представ- 
лены в заново переработанном и усовершенствованном виде. 

Основная идея, пронизывающая все изложение, — это систематическое применение 
геометрии как к выводу теоретических фактов, так и к получению удобных алго- 
рифмов для вычислений. Содержание книги охвагывает почти все разработанные 
доныне вопросы пубического поля: вычисление базиса, единиц, табуляризацию куби- 
ческих полей, приближение к кубическим иррациовальностям при помощи рацио- 
чальных дробей и решение неопределенных уравнений третьей степени. Остался в 
сторопе лишь небольшой цикл работ, так или иначе связанных с теорией полей 
классов [К1аззепкбгрег]. Разберем содержание книги по главам. 

В первой главе дается общая теория алгебраических полей п-ой степени в гео- 
мотрическом изложении. Чисио % назывзется алгебраичесчим, если оно удовлетво- 
ряет уравиению 

да. На, ==0 (1) 


7 


с рациональными коэффициентами ад если а; суть иелые рацлональные, то $ назы- 
вается целым алгебраическим. Множество чисел вида 


р у 


"-. ! ‘Е 
© = Чо 1 Г. -- 2 диз 


с произвольными рациональными 4; Назырается алгебрзическим нолем А(5). 
Если уравнение (41) имеет с вещественных и з пар комилексо-соиряженных корней 


и 


С, ..., а, 1 + И”, .... бт, то его можно интерпретировать в виде точки с коор- 
динатами (1... а, М, ..., бы, =) в п-мериом вещественном пространстве А п,-. 
Если построить точки, соответствующие всем целым чисаам поля В ($), то получится 
решетка, т. е. множество точек, лежащих в вершинах одинаковых и одинаково 
расположенных пэраллоленипедов, ваполняющих все пространство Вн,-. Изучение 
этой решетки м составяяет основу геометрического изложения всей теории. Отдель- 
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и _———————ыы—.„—————ы—ы——Ш—Жж—Жж—ж—— 


ные пункты такого изложения (для частных случаев п--2, п=:3) были намечены 
в работах Клейна, Минковского и Фуртвенглера, но в полном виде это изложение 
проведево в настоящей книге виервые. Отметим некоторые его особенности. 

Классики теории идеалов предполагали основное уравнение (1) неприводимым, 
т. е. что левая его часть не разлагается на два множителя с рециональными коэд- 
фициентами. В настоящее время представляется полезным рассматривать и при- 
водимые уравнения; такие приводимые решетки систематически изучаются в 
первой главе наряду с нелриводимыми. Далее, выделяется простотой вывод асими- 
тотической формулы для числа всех целых алгебраических точек $ пространства 
Ал, содержащихся в шаре радиуса г, описанном около пачала координат. Здесь 
имеются в виду не точки одного какого-либо поля, по точки всех полей (т. е. 
рассматриваются все уравнения (#) с фиксированными п, с и любыми целыми а,); 
эти точки образуют в Вп,- дискретную систему (не решетку), сгущающуюся по мере 
удаления от начала координат. Для числа М№;п,- точек $ в шаре радиуса „ полу- 
чается формула 


М 

ЕВ "АКС р 9 

ее вор _ 
2 


Уп; =*Р 


где уп,- — постоянная, зависящая только от п и <. Вывод формулы (2) основан на 
остроумном ирименении преобразований Виета, т. е. ва переходе из пространства 
корней Ви,- в пространство А коэффициентов (а:,..., а) уравнения (1). Интересу- 
щим нас точкам & отвечают в пространстве А точки с обыкновенными целыми коор- 
динатами; нсличество же этих последних точек в каком-нибудь теле, бесконечно 
расширяющемся во всех иаправлениях, асимитотически равизо объему этого тела. 
После этого быстро получается формула (2). 

В первой же глэве находим и илассическую теорию. Галуа, переизложенную 
в геометрических терминах. 

Глава вторая посвящена первому циклу вычислений в кубическом поле, до 
определения базиса и разложения на простые идеалы включительно. Для кубиче- 
ского поля п -- 3 и основное уравнение (1} имеет вид 


08 - а10* -- а.о + аз =0, (3) 
где а1, а›, аз целые рациональные; всякое число поля имеет вид 
Чо + 910 + 42° (^) 


с рациональными 49. Всякую рациональную комбинацию чисел вида (4) опять можно 
представить в этом виде; такие преобразования, само собой разумеется, приходится 
делать в болышом количестве при всяком вычислении в кубическом поле. Авторы пе 
забывагот самых мелких деталей, могущих сберечь время и труд вычислителя. Все 
указания иллюстрируются численными примерами. Все целые числа поля В (2) мо- 
гут быть получены сложением и вычитанием из трех чисел «5, ®;, ®, образующих 
так называемый базис поля ДП (р). В магистерской диссертации Г. Ф. Вороного 
доказывается, что за базис можно взять числа 


ео © (а.— ай + №) + (а — дот (5) 
6 ; С т — 62 ; 


®о == 4, @®1 = 


с надлежаще определенными целыми рациональными #, 6, ®. При изложении этой 
теории Вороного используется уже давно замеченное Б. Н. Делоне свойство базиса 
(5), состоящее в том, что произведение ®; ®, равно целому рациональному числу. 
Это замечание вскрывает самую сущность базиса Вороного и значительно упрощает 
доказательство. В конце главы трактуется вопрос о разложении простых чисел на 
простые идеалы в нубическом поле при помощи функциональных сравнений (по 30- 
лотареву и Дедекинду). 

Глава третья посвящена более серьезному вычислительному вопросу, именно 
табуляризации кубических полей. Пусть, например, в = 3, т=0и целые числа куби- 
ческого поля изображены, каи выше, точками решетни в обыкновенном трехмерном 
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пространстве В... Квадрат объема основного параллелепипеда этой решетки есть целое 
число 4, называемое дискриминантом поля; от него существенно зависят свойства 
поля. Вопрос табуляризации состоит в вычислении таблицы всех кубических полей, 
дискриминанты которых не превышают данного предела. В начале главы излагается 
геометрический метод, предложенный для этой цели Б. Н. Делоне в 1996 г. Пусть 
х, у, = корни уравнения (3), так что (2, у, =) будет соответствующая точка в Ду. 
Обозначим через И’ систему точек, соответствующих всем уравнениям (3) с целыми 
а,, а», аз. Вопрос состоит в том, чтобы выделить из И’ по одному представителю для 
всех полей, для которых 4 < %(% — даниое число); для этого нужно ограничить 
коэффициенты а;, а», аз . Из формул 


у ==: —а, (6) 
жу + 13 + уз =а. (7) 
22 = — @з (8) 


вытекает, что точки И’ лежат в пересечении трех дискретных семейств поверхностей: 
нлоскостей (6), гиперболоидов (7) и поверхиостей 3-го порядка (8). Если (т, у, =) 
точка И’, то при любом целом К точке (< - К, у-+ К, = + К), очевидно, также принадле- 
жит И: так как а, меняется при этом на ЗА, то надлежащим выбором А можно 
сделать а, равным —1, 0 или --1. Иначе говоря, каждую точку У можно ортого- 
иально спроектировать на одну из плоскостей ху = = 0, - 1, и опять получится точ- 
ка И”. При этом точки И’, лежащие на плоскостях х-+у-+ 2 = +1 симметричны 
относительно начала, так что в конечном счете достаточно рассматривать только 
точки И на двух плоскостях х -- у + 5 = 0,4. Ограничение для второго коэффици- 
ента а, получается применением классической теоремы Лагранжа о минимуме по- 
ложительной бинарной квадратичной формы (или, что то же самое, теоремы 
о плотнейшем расположении кругов на плоскости). Так как корни уравнения (3} 
вещественны, то дискриминант ® его больше нуля. Неравенство 


273 =4 (а1 — За») — (27а. — 9ала, + 2а3)* > 0 


позволяет ограничить а.. после того как ограничены а, и аз. Далее нужио вы- 
нисать все уравнения (3), коэффициенты которых лежат в найденных пределах, 
исключить приводимые и из всех уравнений, дающих одно и то же поле, выбрать 
одно; для всех этих действий даются удобные приемы. В конце главы помещен метод, 
разработапный Д. К. Фадцеевым, для табуляризации полей четвертой степени по 
нвадратичным и кубическим, вместе с полной классификацией этих полей. 

В главе четвертой трактуется важнейший для кубического поля вопрос — вычи- 
сление единиц. Целое алгебраическое число называется единицей, если оно 
удовлетворяет неприводимому уравнению (1) со свободным членом а„ = -Е 1. Нахож- 
дение всех единиц имеет фундаментальное значение для теории алгебраических полей. 
Для квадратичного поля вопрос приводится к известному уравнению Пелля и ре- 
игается с помощью непрерывных дробей. Для кубического поля (п=3), согласно общей 
теореме Дирихле, при з=1 все единицы имеют вид -- з* О 2... 
яри < —= 0 — имеют вид -- БА 5 (Кл, К. = 0, = 1, 2, ...); таким образом, все единицы 
будут известны, если вычислить фундаментальную единицу зв случае < = 4 
и пару фундаментальгых единиц з;, $, в случае с = 0. Из всех способов вычисления 
пубических единиц самым удобным и теоретически глубоким является алгорифм, 
предложенный Г. Ф. Вороным в докторской диссертации «Об одном обобщении алго- 
рифма непрерывных дробей» (1896). 

Алгорифм Вороного и излагается в четвертой главе в геометрической обработке 
Б.Н. Делоне (з =1) иД. К. Фаддеева (3 = 0). В освове его лежит понятие 0б отно- 
сительном минимуме решетки. Пусть (при т = 1) 5 есть решетка целых чисел 
цанного кубического поля в пространстве Вз,:; координаты пространства обозначим 
через <, у, 2, так что 2,7 -- пу, 2 — гу будут три корня уравкения вида (3). Решетка 5 
симметрична относительно точки О (вачала координат), так что достаточно рас- 
сматривать точки 5, лежащие сверху плоскости 2 == 0 (ка которой, кроме О, нет 


112 КРИТИКА И БИБЛИОГРАФИЯ 


других точек 5). Точка М (2х5, Уз, 5о)} решетки 5 называется относительным минимумом, 
если прямой круговой цилиндр, определяемый условиями 


пи +и, ба С. 


ис содержит внутри и на границе других точек 5, кроме О и М. Пусть М такой ми- 
нимум; будем постепенно увеличивать радиус круговой поверхиости цилиндра (9), 
не меняя его высоты. Точка М, решетки 5, на которую впервые наткиется эта поверх- 
ность, будет, очевидно, также относительным минимумом, который можно назвать 
смежным с М вниз. Аналогично определяется смежный с М вверх минимум Ми: 
таким образом, все минимумы располагаются в бесконечный ряд 


ММ ММ, М Ь (10) 


причем каждые два соседних члена суть смежные минимумы. Точки М,, М,, ... 
удаляются в бесконечность, приближаясь неограниченно к плоскости 2 = 0, аточки 
М, М.,...— коси 5. В структуре расположения минимумов (10) обнаруживается 
затем периодичность; вычисление полного периода и доставляет искомую фундамен- 
тальную единицу данного поля. Таким образом, в методе Вороного важно дать 
удобные средства для вычисления: 14) одного минимума М и 2) соседнего минимума 
М). .1 по известному Му. Основная теорема, доказанная Г. Ф. Вороным для этой цели, 
очень удачно интерпретирована Б. Н. Делоне при помощи проектирования решетки 
5 на плоскость 2 == 0 параллельно поямой 011, где М — данный минимум. Все из- 
ложение четвертой главы если не исключает вовсе, то значительно упрощает изучение 
трудной диссертации Г. Ф. Ворочого. 

Глава пятая начинается с изложения известной теоремы Туэ: если о — кубическая 
иррациональность и 4 — любая константа, то существует лишь конечное число рацио- 


нальных дробей У, для которых 
ея 


| 
в 
= 


Из этой теоремы вытекает. что иеопределениое уравнение 
а23 -- 2?у + слу? + ау = М, (11) 


тде слева стоит неприводимая кубическая форма с целыми коэффициентами. а справа— 
данное число, имеет лишь конечное число целых решений х‚у. Что касается оценки 
числа возможных решений, то ее достаточно дать для случая М ==1, так как еще 
Лагранзк доказал, что решение уравнения (11) приводится к решению яескольких 
уравнений того же типа с М =: 1. Такая оценка для форм отрицательного дискрими- 
нанта была дана Б. Н. Делоне в 1929 г., причем оказалось, что уравнение 


а23 -- 62?у -- сту? + 4уз =1 (12) 
имэет не более пяти решений, и это число 5 нельзя уменьшить. Эта работа Б. Н. Делоне 
излагается в шестой главе настоящей книги. Для форм положительного дискриминая- 
та оценка была дана в 1922 г. К. Зигелем; изложением ее и заканчивается пятая 
глава. В результате коренной переработки метода Зигеля, сделанной Д. К. Фаддеевым, 
оказалось возможным не только изгнать специальные средства из анализа, которыми 


пользуется Зигель, но и улучшить результат (получается 145 возможных решений 
уравнений (12), вместо 18 у Зигеля). 


Последняя, шестая глава книги содержит исследования Б.Н. Делоне и Д. К. Фад- 
досва о решении уравнений вида (12) в целых и дробных числах х,у. В случае, когда 
левая часть уравнегия (12) имеет некоторую социальную форму, решение его можно 


довести до конца, т.е. дать удобные практически и восьма совершенвые теоретически 
критерии разрешимости. Пусть дано, например, уравнение 


98 + ау? = 1, (13) 


причем а целое число, не равное точному кубу. Рассмотрим решетку с базисом 
|1, а, У2>,] п найдем во фундаментальную единицу з == х, +- Иа -+ 5, У а? (предио- 
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лагаем з > 0). В уравнении вида (13), которому удовлетворяет з, доля‹но быть а. = 1. 
что дает 
23 -- 923 -- а358 — Зажуло = 1. 


Критерий разрещимости уравнения (13) (Б.Н. Делоне, 1992) можно формулиро- 
вать гак: при 5, = 0 уравнение (13) не имеет решений, при 5, = 0 имеет только одно 
решение х = 2%, у = у, [тривиальное решениех -= 1, у = 0 не принимаем во внимание]. 
Этот критерий позволяет судить и о величине чисел х,, у,, удовлетворяющих уравне- 
нию (13), потому что классическая теорема Дирихле устанавливающая существова- 
ние фундаментальной единицы з, дает вполне определенные пределы для ее коэффи- 
циентов 2%, Уз; 55. Заметим, что метод Туэ, о котором говорилось выше, не позволяет 
ничего сказать о величине решений х, у уравнения (11). Подобный же критерий дан 
Д. К. Фаддеевым для широкого класса уравнений 3-й и 4-й степени. В конце главы 
излагаются исследования Д. К. Фаддеева о решении уравнения (13) в дробных числах, 
что приводится к решению в целых числах однородного уравнения 23 - у3 = а33. 

Книга содержит много полезных таблиц (большинство которых вычислено авто- 
рами и их учениками) и множество превосходно выполненных чертежей. Изложение 
отличается наглядностью и простотой, так что доступно широким кругам математи- 
ков. Единственным недостатком книги является небрежно составленный литератур- 
ный указатель (попадаются искаженные заглавия статей). 

В общем, книга может считаться украшением советской математической литерэз- 
туры. С внешней стороны книга оформлена настолько хорошо, что не уступает луч- 
шим заграничным изданиям этого рода. 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
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ра . Г 4 . 
Серия математическая 6 (1942), 115—134 Зече штаШетайаче 


Л. С. ПОНТРЯГИН 


0 НУЛЯХ НЕКОТОРЫХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ 
ФУНКЦИЙ 


Пусть # (5, @ — полином двух переменных с действительными или 
комплексными коэффициентами. В работе решается вопрос о том, при 


каких условиях все нули функции # (2, е?) имеют отрицательные дей- 
ствительные части. 


В теории устойчивости решений обыкновенных дифференциальных 
уравнений важную роль играет вопрос о поведении корней векового 
уравнения Р (2) =0. Если данному положению равновесия р системы 
уравнений соответствует вековой полином Р (2), то для устойчивости 
этого положения равновесия достаточно, чтобы все корни полинома Р (2) 
имели отрицательные действительные части, и необходимо, чтобы у по- 
линома Р (2) не было ни одного корня с положительной действительной 
частью. Вопрос о такого рода поведении корней полинома Р (5) играет 
поэтому существенную роль, и он был решен Гурвицем. В применении 
к уравнениям в частных производных такой же вопрос возникает иногда, 
но уже не для полинома, а для трансцендентной функции. Решению 
этого вопроса для трансцендентной функции вида Н (2) = (2, е'), где 
й (2, #)— полином, и посвящена настоящая работа. Точнее говоря, она 
приводит этот вопрос к решению некоторого вопроса об элементарных 
трансцендентных функциях, но уже относительно их поведения в дей- 
ствительной области, дальше же этот вопрос может быть вполне эф- 
фективно решен при помощи способа Штурма. 

Обозначим через г степень полинома # (23, #) относительно 2 и через $ 
степень полинома й (2, #) относительно $. Член вида 4а2’{° будем называть 
главным. В случае, если полином й(2, #) не имеет главного члена, 
функция Н (2) непременно имеет бесчисленное множество нулей с произ- 
вольно большими положительными действительными частями. Если по- 
лином й(2, #) имеет главный член, то для решения поставленного 
вопроса рассматривается поведение функции Н (5) на мнимой оси, 
т. е. при 2=\, где у- действительное переменное. Функция Н (92) 
распадается тогда на свою действительную и мнимую части: 


Н (у) =Е (у) + ЕС (9), 
где 
ЕР (у) = 1 (у, 605 9, 11 7), (==, 605 9, з1п 7), 


1 Известия АН, Серия математическая, №3 


116 Л. С. ПОНТРЯГИН 


причем /(у, и, 2) и (7, и, 5) — полиномы. Оказывается, что для того, 
чтобы функция Н (5) имела действительные части всех корней отрица- 
тельными, необходимо и достаточно, чтобы корни функций К (у) иС (9) 
были все действительными и перемежались, а также, чтобы хоть при 
одном значении у имело место неравенство С’ (у) ЕР (у) — Е’ (у) С (у) > 0. 
Вопрос о том, будут ли все корни функции вида Ё (2) действительными, 
решается следующим критерием: для того, чтобы все корни функции 
Ё (2) были действительными, необходимо и достаточно, чтобы на интер- 
вале — 2х < у< я функция ЁЕ(у) имела, начиная с достаточно боль- 
шого А, ровно 45 --г корней; здесь имеются в виду уже действитель- 
ные корни. Последний критерий вполне аналогичен соответственному 
критерию для полинома, именно, наличие достаточно большого числа 
действительных корней обеспечивает отсутствие комплексных. 

Настоящая работа является развитием работы Н. Г. Чеботарева. 
В своем докладе на заседании Московского математического общества 
зимой 1941/42 г. Н. Г. Чеботарев изложил решение того же вопроса, 
который решается в предлагаемой работе, для случая, когда полином 
1 (=, #) линеен относительно #. Впрочем, и для этого случая Н. Г. Че- 
ботарев дал лишь достаточные условия: того, чтобы функция Я (2) имела 
лишь нули с действительными отрицательными частями, необходи- 
мость же этих условий не была им доказана. Возможность использо- 
вания метода Штурма для доведения решения задачи до конца вполне 
эффективным способом была отмечена Н. Г. Чеботаревым. Все указан- 
ные результаты Н. Г. Чеботарева публикуются в журнале «Доклады 
Академии Наук». 


$ 1. Пули функции #(3, ©`) при отеутетвия главного члена 


Пусть Й (5, #)— полином от двух переменных 5 и Ё с постоянными, 
действительными или комплексными коэффициентами 


Ре) = > а (1) 


Главным членом полинома (1) будем называть такой член а,.2”Ё, что 
а, э= О и показатели г и $ достигают одновременно своих максимумов, 
Т, е. для всякого другого члена аи» из (1) при ат» == О имеет место 
Им 7—0, 5 ФП, Или г— 1005 00 ИГ Ш и Очевидно, что не 
всякий полином имеет главный член. 


ТЕОРЕМА 1. При отсутствии главного члена у полинома (1) функция 
Н (2) = А (о, с) (2) 


непременно имеет бесконечное множество нулей с произвольно боль- 

шими положительными действительными частями. 
Доказательство. ПРассмотрим простейший полином #—2 без 

главного члена и на его примере выясним тип решения, которое мы 


О НУЛЯХ НЕКОТОРЫХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 117 
будем искать. Мы имеем уравнение е*—2=0. Нолагая =: -- у, полу- 
чаем два урарнения 


2608 у=т, езту=уУ- (3) 


Будем искать приближенные решения полученных двух уравнений 
в предположении, что х и у оба положительны и весьма велики. 
В этом предположении из уравнений (3) следует, что со у=хе“ и, 


к т в. 
следовательно, приближенное значение у есть 2=-- 5. Из уравнений 
п 


Х 
(3) далее приближенно следует д —=т ( 2Ак-- 5 


я Таким образом, ре- 


р п Ь п р: 
шение нужно искать в форме 3 = ( 21а: -- 2) 2 (21 -- 5) Ре 
1 
А 
По аналогии с полученным решением, решение для общего уравие- 
ния И (2) =0 без главного члена будем искать в форме 


( — малое ‚ неизвестное, стремящееся к нулю одновременно с 


хм От 22а -- т 9-ЬС. (^) 


Здесь 9 — положительное рациональное число, которое будет подобрано 
в зависимости от полинома (1), 0 == О—- комплекеное чиело, которо? 
также будет подобрано в зависимости от полинома (1); наконец, © — 


> 


1 
нсизвестное, стремящееся к нулю одновременно с =. Ив (14) мы имеем 
е? = (2«)°0е‘, з=28к (1-0, (5), (5) 


где 6, ($) — аналитическая функция переменвого С, равиомерио стремя- 


1 
щаяся к нулю одновременно с А Подставляя полученные  зиачения 
й 


в Н (2), имеем: 


И (2) ео ра (От ти тот (1 Е 5, (0)". (6) 


т, 


Таким образом, мы разложили функцию /7 (2) в конечную сумму по 
дробным степеням величины 2/т. Выберем в этом разложении главные 
члены, т. е. такие, в которых показатель т-!- ой достигает свого воз- 
можного максимума В при а» == 0. Тогда выражение (6) ванисывается 
так: 


Н (2) = У (2Аж)ва тт не" | (2йк)ва, (0 = У (286 тем -- (24к)ва, (5). 
О 


1 


Здесь суммирование ведется по тем значениям п, для которых т |8 =8 
и а4„, =0. Суммировать по т инет надобиости, так как соотнонеонием 
т-- оп =В число т однозначно определяется числом п. Величииа 98, (*) 
является аналитической функцией перемеплого $, равномерно схода- 
щейся к нулю в круге |С|<1 при А-> о. 


з силу самого определения числа В существует хоть одво такое зиа- 
чение п, для которого т |- ап -= 3, и одновременно “и 5^ 0. Ниже будет 


1* 
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доказано, что при отсутствии главного члена в полиноме (1) и при 
надлежащем выборе &« найдутся по меньшей мере два различных зна- 
чения п, для которых указанные условия будут выполнены. В этом 
предположении уравнение 


Уи 0 (7) 


относительно неизвестного 0 будет иметь хоть одно отличное от пуля 
решение. Отныне мы и будем считать это решение значением 0. Итак, 
соотношение (7) уже не уравнение, а равенство, выполненное для вы- 
бранного значения 0. Вместо уравнения Н (2) =0 рассмотрим оэквива- 
лентное ему уравнение 


У Бе" --8, (©) =0. (8) 


Левая часть этого уравнения при А —> со равномерно сходится к функ- 


ции № Ь,бте", но уравнение эм „(те =0 имеет очевидное решение 
т у 


(=0 [см. (7)]. Ввиду равномерной сходимости и уравнение (8) при 
достаточно большом Ё имеет решение (,, притом стремящееся к пулю 


Ао 
одновременно с т. Таким образом, уравнение Н (2) = 0 имеет решение 


= т2Кт-- 2 -- тО-%ь, (9) 


начиная с достаточно большого А, причем (, стремится к нулю одно- 


Л О 
временно с 1... Ввиду того что х и 0 не зависят от №, решение это 


очевидным образом имеет положительную действительную часть при 
достаточно большом К. 

Теперь остается выбрать такое положительное рациональное число а, 
чтобы существовало по крайней мере два значения для п, при которых 
т-- оп =В иа, = 0, при этом мы будем исходить из предположения, 
что полином (1) не имеет главного члена. 

Пусть $ — максимальное значение п, для которого а, = 0, г— мак- 
симальное значение т, при котором а», == 0. По предположению об 
отсутствии главного члена в полиноме (1) существуют тогда такие зна- 
чения ри для ти п, что р>г, 4 <$ и аж-=0. Заменим теперь 
в полиноме (1) { через 2“, где «>0, и рассмотрим полученное выра- 
жение 


Хата, (10) 


тп 


расположенное по положительным степеням переменного 5. Главным 
членом этого разложения будем называть тот, который будет иметь 
максимальную в нем степень т-ап для 2 при коэффициенте аи» => 0. 
Когда а очень велико, главным членом разложения (10) очевидно 
является а,.2’!“. Когда % достаточно близко к нулю, этот член не 


О НУЛЯХ НЕКОТОРЫХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 419 


может остаться главным, так как показатель степени у @р2Р+°9 очевидно 
больше, ибо р>>г. Таким образом, в процессе непрерывного измене- 
ния а от -- со к 0 наступит такой момент, когда появится по меньшей 
мере два главных члена в разложении (10), это значение а мы и обо- 
значим через х. Очевидно, что & рационально, так как оно определяется 
некоторым целочисленным уравнением г-|- а5 = т-- ап. 

Итак, утверждение теоремы | доказано. 


$ 2. Нули функции }(2, с0з2, в11 2) 


Пусть }(2, и, 5) — полином с действительными постоянными коэффи- 
циентами относительно переменных 2, и,0. Тогда 


[(5, ©082, вт 2) =Р (2) (11) 


является целой трансцендентной функцией аргумента 2 и принимает 
действительные значения при действительных значениях аргумента. 
Здесь будет дано условие, необходимое и достаточное для того, чтобы 
функция Ё(2) имела лишь действительные нули и притом в терминах 
поведения функции ЁР(2) в действительной области. 

Полином }(2, и,5) представим в форме: 


(=, и, о) = р 2" (и, 5). (12) 


тт 


Через $0) здесь обозначен однородный по и и о полином степени’ в. 
Так как в дальнейшем предполагается положить и = с032, 0=312, то 
без ограничения общности мы можем считать, что полином $‘ (и, о) 
не делится на и*--5’, иначе говоря, выполнено условие 


9% (1, 59 =0 (13) 


для всех входящих в разложение (12) полиномов. 

Главным членом полинома (12) будем называть тот член 27$ (и, о) 
разложения, в котором показатели г и $ одновременно достигают своих 
максимумов, т. е. для всякого другого члена 2"‹®) (и, 0), входящего 
в разложение (12), выполнено условие: или г>т, $>п, или г=т, 
5>п, илиг>т, з=п. Очевидно, что не во всяком полиноме (12) глав- 
ный член существует. 

С помощью результатов $ 1 доказывается 


ТЕОРЕМА П. Если полином (12) не имеет главного члена, то функция 
Е (2) [см. (14)] непременно имеет бесконечное число недействительных 
нулей. 

Для формулировки решения в случае наличия главного члена у по- 
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линома (42) выделим в нем коэффициент при старшей степен' 2: 


[(2, и, 5) тя 27$ (и, № ъ тр (и, 5). (14) 


т<т,п<з 


Здесь $® уже неоднородный полином по и, о степени 5: 


$6) (и, 5) = У, $ (и. 5). (15) 
па 


Функция ФО (2) = $9 (с032, з\п 2) очевидно периодическая с периодом 
2 и, как будет показано ниже, имеет на полосе а<х<2ж-а 
(2-=х--#/) лишь конечное число нулей, именно, 25. Ввиду этого суще- 
ствует бесчисленное множество таких значений о =е, что 


Ф® (е-- 8) =0 


при любом у. В большинстве случаев за = можно будет принять нуль. 
ТЕОРЕМА 11. Пусть }|(3, и, ©) —полином с главным членом 
2799 (и, 5). Если = таково, что Ф©® (е--1у) не обращается в нуль ни при 
каком действительном у, то на полосе — 2Кт-- << 2-е (:=2-и,) 
функция Е(2) будет, начиная с некоторого достаточно большого К, 
иметь ровно 45 --г нулей. Таким образом, для того, чтобы функция 
Е (2) имела лишь действительные нули, необходимо и достаточно, чтобы 
она на интервале — 2Кп-|- е <х < 2Аж-е имела ровно 4$ -г действи- 
тельных нулей, начиная с достаточно большого К. 
Доказательство. Докажем прежде всего, что на полосе 
а<х< ж-а (2=х-+и)) функция ФО (2) имеет ровно 25 нулей. 
Положим ри 


и= (1+1), 5=:(1-1). (16) 


Тогда при {=е" мы будем иметь и = с05$5, = 1 2. Подставляя в по- 
лином $‘ (и, о) вместо и ио выражения (16), получим конечный ряд 
$) (1) по положительным и отрицательным степеням #. Коэффициент 
при высшей положительной степени $ переменного { будет равен, как 


р . 
легко видеть, ©(°) (=, —=) [см. (15)]. Точно так же коэффициент 


при низшей отрицательной степени —5 будет равен $) г Е 5) [см. 


(15)]. Следовательно, оба эти коэффициента отличны от нуля [см. (13)]. 
Таким образом, уравнение $© (1) =0 имеет ровно 25 корней, и они все 
отличны от нуля. Обозначим эти корни через &, 1,,...,1,. Для реше- 
ния уравнения 


ФО (2) =0 (47) 


теперь достаточно решить все уравнения е!* =1,. При фиксированном 7 
такое уравнение имеет на полосе а<х< ж-р-а ровно один корень. 
Если все #; различны, то мы получаем на рассматриваемой полосе ровно 
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25 корней уравнения (17). Если же имеются совпадающие &;, то полу- 
чается соответственная кратность и для уравнения (17). 

Выясним теперь поведение функции Ф( (2) = $) (с082, 812) при 
больших значениях у(2=х--1/) как положительных, так и отрицатель- 
ных, именно покажем, что 


Фан =еч-м* (90 (5, 5+8); 


каво: (9 
Феи) ели" (ч® (15 -т)+ь,), 
где 8, равномерно стремится к нулю при у->-+ со, а8, равномерно 
стремится к нулю при у-> — ©. 

Для доказательства соотношений (18) достаточно отметить соотно- 
шения 


608 2 = > (е'х-у-Не-+1), 9 п= г (е*х-у — ен) 


и принять во внимание поведение функций е\ ие-\ при больших поло- 
жительных и отрицательных значениях у. 

Из соотношений (18) непосредственно следуют соответствующие 
соотношения и для неоднородной функции Ф(® (2), именно: 


Фе) =еч-* (9 (т, 5) +); 


| ее (19) 
Ф) (2-1) =:е` 9198 (в э —=) +8, ), 
где 9, равномернс стремится к нулю при у->-- со, а 8, равномерно 
стремится к нулю при у—>— ©. 
Выберем теперь такое ©’ 0, что Ф®(5--1) =0 при |у|>Ы. 
Принимая во внимание соотношения (18) и (19), получаем: 


Фб? (2+ 8) 
Ф® (+ и) 


ас, (20) 


при |у| > 6’, где с, — некоторая константа, зависящая от полинома 
(12) и выбора 6’. 
Точно так же из соотношений (18) и (19) следует, что 


Ф(®) (+ 2-е и) 
С 24 
Ф@) (+ 21 ++ и) мт. е 


где с, — некоторая константа, зависящая от полинома (12) и числа е. 

На основе сделанных оценок вычислим теперь число нулей функции 
Е (2) внутри некоторого прямоугольника плоскости комплексного пере- 
менного 2. Нужный прямоугольник — обозначим его через Р,, — зада- 
дим соотношениями: 


— 2Ат-=<х=—< 2-е, —6<уж<. 
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Функцию РЁ (2) запишем в форме: 


_„Ф® (2) 


ть (22) 


Е (а =#7Ф® (2) (1+ У т 


т <г, п5з 


Здесь все показатели т— г у 5 отрицательны, а потому, принимая во 
внимание соотношения (20) и (24), мы видим, что на границе много- 
угольника Р‚, при достаточно больших Ё и ф имеет место соотношение 


Е (2) = 7Ф® (2) (1+8), (23) 


где 8, стремится к нулю при одновременном стремлении к бесконечности 
чисел К и ф. Из последнего соотношения непосредственно следует, что 
число нулей функций ГР (2) и 2'Ф© (2) в прямоугольнике Р‚, одинаково. 
Несколькими строками ниже мы докажем это предложение в общем 
виде, здесь же сделаем вывод из полученного результата. Зафиксируем 
К на достаточно большом значении и будем стремить В к бесконечности. 
Тогда мы увидим, что число вулей функций Е (2) и 2'Ф® (2) в полосе 
— 2-е <х=<2Ат--е одинаково. Для последней же функции число 
нулей очевидно равно 45 --г. Этим теорема доказана, за исключением 
одного пробела, который мы сейчас пополним. 

Замечание. Пусть Р— некоторый замкнутый контур в плоскости 
комплексного переменного с ир (2) — аналитическая функция, не имеющая 
особенностей как внутри, так и на контуре Р, причем на контуре Р 
она не обращается в нуль. Тогда в силу известной теоремы о лога- 
рифмическом вычете число нулей функции #8 (2) внутри контура Р равно 
полному числу оборотов вокруг начала координат вектора %=# (2) 
в то время, когда переменная 2 описывает контур Р. Пусть теперь 
функция #”(2) также аналитическая внутри и на контуре Р, связанная 
на контуре Р с функцией (2) соотношением р’ (2) = в (2) (1-8 (2)), где 
|8 (2) | < 1. Рассмотрим теперь на контуре Р функцию р (2, ®) = 8 (2) (1-- 
-{ <5 (2)), где з— действительное число. При фиксированном < вектор 
Я=Р(2, <) описывает некоторое число полных оборотов вокруг начала 
координат, в то время как 2 пробегает контур Р. Если теперь < непре- 
рывно менять от нуля до единицы, то вектор % никогда не обратится 
в нуль, и потому число его полных оборотов не может измениться. 
Таким образом, число вулей функций 2" (2) и 2(2) одинаково внутри 
контура Р. 

Этим замечанием пробел в доказательстве. теоремы Ш заполнен. 

Перейдем теперь к доказательству теоремы П. Заметим, впрочем, 
что она не нужна для теорем из $ 3, решающих вопрос об отрицатель- 
ности действительных частей всех корней функции Й (2, е'). 

Доказательство теоремы 11. Пусть полином ] (2, и, 5) [см. (12)] 
не имеет главного члена. Обозначим через $ наибольшее значение, которое 
может принимать п в сумме (12), а через г— наибольшее значение 
индекса т, которое он может принять при п=$. Тогда в сумме (12) 
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присутствует член 2’9°) (и, 5). Ввиду отсутствия главного члена в той же 
сумме присутствует еще член 529% (и, 5), у которого р>ги 4< $. 
Заменим теперь и и о по формулам (16) и полученную сумму умножим 
на г, чтобы превратить ее в полином #1 (2, {). В этот полином будет 
й 


1 
входить член 2'{°%(°) (+, —= ), причем член этот будет высшим 


2 
по степени Ё{ и высшим, возможным при этой степени &, по сте- 
пени 2. Сверх того в полиноме #№(5,#) будет иметься член 


1 р 
ДР 19+809) (>, =), причем р > т, а--$ < 2$. Таким образом, полином 


Й (2, #) не имеет главного члена (см. $ 1). Из этого непосредственно следует, 
что полином Й (—12,2) также не имеет главного члена, и потому урав- 
нение [(— 12, е') =0 имеет корни с положительной действительной 
частью (см. теорему Г). Отсюда непосредственно следует, что уравнение 
№ (5, е?) =0 имеет корень с мнимой частью, отличной от нуля. 

Таким образом, теорема П доказана. 

Теоремы Пи Ш дают необходимые и достаточные условия для 
того, чтобы функция }(2, с032, 8112) имела только действительные нули. 
Особенно просто решается вопрос в случае, когда полином } (2, и, 0) 
не имеет главного члена. Тогда сразу можно сказать, что функция 
7 (2, с03 2, 1п 2) имеет бесчисленное множество недействительных нулей. 
Для функций с главным членом имеются случаи, когда сравнительно 
простым исследованием можно обнаружить бесчисленное множество 
недействительных корней: 

ТЕОРЕМА 1У. Пусть полином } (;, и, 0) имеет главный член [см. (14)]. 
Если функция Ф© (2) = 9 (с032, 112) имеет недействительные корни, 
то функция Е(2) имеет бесчисленное множество недействительных 
нулей. Если функция Ф©(2) имеет только действительные и притом 
простые нули, то функция Е (2) имеет не более конечного числа недей- 
ствительных нулей. 

Доказательство. Вместо уравнения РЁ (2) =0 будем рассматри- 
вать уравнение 

Ф® (+ ХХ 2'Ф®(2)=0. (24) 
т<г, п5з 

Допустим, что ФС (с) =0, где с— недействительное число. Будем 
искать решение Уравнения (24) в форме 2А*т-- с |5, где К велико, а $ 
мало. Уравнение (24) можно переписать в форме 


Ф@® (+9) 8 (9) =0, (25) 


где 5 (<) —есть аналитическая функция $, равномерно сходящаяся к нулю 
в круге |(|<1 при Кс. Так как левая часть уравнения (25) 
равномерно сходится к функции Ф©®(е--О при Ё— оо, а уравнение 
Ф‘ (с--) = 0 имеет очевидное решение {=0, то уравнение (25) имеет 
решение <,, близкое к нулю при достаточно большом №, Ввиду того, 
что с число недействительное, решение 2А«-+с--(, при достаточно 
большом № также будет недействительным. 
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Если уравнение Ф<(2) =0 имеет все действительные и притом 
не кратные корни, то на интервале 2-е <х=<2(--1)«--е кривая 
# = Ф© (5) пересекает ось %=0 в25 различных точках. Так как кривая 

* 


«=Ф® (2) ХУ 2" (а) (26) 


т<г, п<$ 


при Ё достаточно большом лишь очень мало отличается от кривой 
= ФО (2), тои кривая (26) пересекает ось %’=0 в 25 точках на интер- 
вале 2: —<—х—<2(-+11)п-е при № достаточно большом. Таким 
образом, число действительных корней функции Ё(2) на интервале 
— Жк = <х—<2Ак-е будет равно 45А-- г’ при достаточно большом #. 
В силу теоремы ПТ число недействительных нулей функции ЁР (2) рав- 
но гг. 

Таким образом, теорема ГУ доказана. 

Вопрос о характере корней функции Ф®(2) в интересующем нас 
смысле приводится к решению того же вопроса относительно некоторого 


. 5 
полинома. Для этого нужно выразить 082 и п2 через >, 


т 
60$ 2 = И 
а 

Е 
811 2 = _, 
Е 


и затем принять 8 за новое неизвестное #. Таким образом, в поли- 
номе $ (и,0) нужно положить 


1-2 


Е 
5—2 
— ИЕ 


и умножить полученное выражение на (1-- {*)°. Полученный так поли- 
ном обозначим через $® (1. Полином этот имеет степень 25. Если бы 
члены с этой степенью сократились, то это означало бы, что полином 
$(°) (1) имеет бесконечный корень, т. е. уравнение ФС (2) имеет решение 
===, причем нуль этот имеет кратность, равную понижению степени 
полинома 9®(1) против 25. Каждому конечному корню & полинома 
$ ( соответствует нуль функции ФО (2), получаемый из уравне- 


8 
ния {5 р , причем действительным корням соответствуют дей- 
ствительные, а недействительным — недействительные. Исключение в этом 
смысле мог бы представлять корень {, = 6, так как уравнение {2 = = 


не имеет решений. Но полином $) (1) не может иметь корня Ь что 
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‘непосредственно вытекает из условия (13). Действительно, мы имеем 


(В) 9 (ЕР ОО Е) (и. (27) 


п<$ 


Делая замену {= -1 в этом выражении, мы получаем 


9 (1 =949 (2, 2) +0. — [оы. (13)]. 


$ 3. Нули функции 1 (2, е*) при наличии главного члена 


В $1 было показано, что функция # (2, е’) имеет бесчисленное мно- 
жество нулей с произвольно большими положительными действительными 
частями в случае, когда полином й(2,#) не обладает главным членом. 
При наличии главного члена у полинома й(2,#) вопрос о существовании 
нулей функции Н (2)=# (2, е') будет решен здесь. 

Пусть 

ЕК ЗеУЗЫЫ (28) 
т, ъ 


и 4,.2'1° — главный член полинома (28). Выделим в (28) коэффициент 
при 2’, т. е. положим: 


вех) У ата”. (29) 


т<т, п 


Функция 7“ (е'), очевидно, периодическая с периодом 21 и на полосе 
$ <у<Ь--2* (:=хфи/) имеет не более $ нулей. Таким образом, 
существует действительное число е такое, что 


Х® (+94) == 0 (30) 
при произвольном х. 
ТЕОРЕМА У. Пусть #(2,4)— полином с главным членом ал" 
и е— такое действительное число, что )(® (е*+®) = О при произвольном 
действительном х [см. (29)]. Число нулей функции Н (2) на полосе 
— 2-е < у< 2-е, х>0 (2=х-и/) обозначим через М№,. Предпо- 
ложим далее, что функция Н (2) не обращается в нуль на мнимой оси, 
т. е. Н (11) == 0; обозначим через ТУ, угол, который опишет вокруг 
начала координат вектор = Н (и]) в то время, когда у пробегает зна- 
чения от— 21-е 00 2Кк-е. Оказывается, что 


У= к (25% — №57) +, 


$ 


1 
где 6, —>0 одновременно с-.. 


Доказательство. Рассмотрим прямоугольник Р‚,, определяемый 
условиями 0 = х<а — 2+ = <у=< 2Аж-+е, и оценим полный поворот 
вектора %=Н(2), когда = пробегает в направлении против часовой 
стрелки три стороны прямоугольника Р,,, за исключением стороны 
1=0, т. е. стороны нижнюю, правую и верхнюю. 
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Из соотношений (29) и (30) непосредственно следует, что 
Н (2) = 27 (е*) (1-5, (2)), 


где 8, (2) равномерно стремится к нулю на указанных трех сторонах 
прямоугольника Р,,, когда К и а одновременно стремятся к бесконеч- 
ности. Таким образом, искомое вращение вектора % для функции Н (2) 
будет отличаться от вращения для функции 2” х(®) (е') лишь на число 1, 
стремящееся к нулю при К-—> ©, а-> <. 

Вращение вектора % для функции 2’) (е") равно сумме вращений 
его для функции 2’ и для функции 74 (е'). Очевидно, что для функ- 
ции 2’ вращение это вдоль трех сторон прямоугольника Р»‚„ равно тг. 
Для функции 7 (е') вращение вдоль нижней стороны сокращается 
с вращением вдоль верхней стороны, ибо функция (5) (е*) периодическая, 
и стороны эти пробегаются в противоположных направлениях. Вра- 
щение вдоль правой стороны для функции 5) (е’) мало отличается от 
вращения вдоль той же стороны функции а,.е”. Для последней же оно 
очевидно равно АЁтз. Итак, полное вращение для функции Н (2) вдоль 
трех сторон мало отличается от 4м5й - пг. 

Так как число нулей функции Н (2) внутри прямоугольника Р‚„ 
равно числу полных поворотов вектора %=Н (2), когда з пробегает 
все стороны У прямоугольника Р,., то из сделанного подсчета непо- 
средственно вытекает утверждение теоремы. 

Теорема У показывает, что для нас теперь важно рассмотреть пове- 
дение функции Н (2) на мнимой оси, т. е. функцию Н (17) при действи- 
тельном у. Разобьем функцию Н (й/) на ее действительную и мнимую 
части: 


Н (1) =ЕР (у) С (9). (31) 
Непосредственно видно, что 
Е (у) = Ку, созу, зт у), С (у) = (Ч, соз у, зп У), 
где (у, и, о) и 5 (у, и, о) — полиномы. Выясним теперь более подробно 


связь между полиномом й(2,{) и полиномами } (у, и, о) и 8 (у, и,5). 
Положим 


4" (и, 5) #86 (и, 5) = (#4), 


где а” (и, о) и В (и, о) — полиномы с действительными коэффициентами. 
Тогда мы имеем: 


4 (и, 0) = (и 2)" (и — 2)"; 
В (№, 5) = г (и ®)" — (и—2)"). (32) 


Покажем, что полином аа”) (и, о) | 68° (и, о) =1® (и, о), где аи ф 
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действительны и не обращаются одновременно в нуль, удовлетворяет 
условию (13), т. е. у 


1® (1, +2 =0. (33) 
Из (32) имеем 1® (1, и =2”-1 (а - 6) +0. 


Непосредственно видно, что 


1 (у, и, о) 18 (узи, о) = У (атл- тт) тут (9 (и, о) 18° (и, 5)). — (34) 


т,‚ъ 


Здесь аи, пт =атр [см. (28)], причем а,» и а, — действительные 
числа. Если положить: 


Г(у, и, 5) = > ут» (и, 0), 8 (у, и, о) = > У" (и, 5), (35) 
т, в т, в 
то иь (34) получаем, что полиномы $(” (и, 5) и $‘? (и, о) равны полино- 
мам: 
Е (@ тя” (и, ©) — ат» В (и, 5)); Е ати (и, о) Е ат»В@» (и, )), (36) 


где знаки и порядок соответствия зависят от остатка при делении т 
на четыре. Пусть Х ив— два действительные числа, не обращающиеся 
в нуль одновременно, тогда 


Х1 (у, и, о) вв (у, и, 5) = Ху” (9 (и, 5) в” (и, 5)). 


т, п 


Из (36) следует, что ХФ? (и, о) - © (и, 5) = аа (и, 5) -- 68°) (и, 5). Так 
как детерминант матрицы 


й 


ат — ть 
ти Я т 

отличен от нуля при а„„ == 0, то при этом же условии а и 6 не об- 
ращаются одно временно в нуль. Если теперь 4,.2'{° — главный член 
полинома й (2, и, 0), то главный член полинома ^](у, и; о) | вё (у, ит) 
есть 9/"®) (и, о) = у (аа (и, о) + 686 (и, 5)), где аи не обращаются 
одновременно в нуль и, следовательно, он удовлетворяет условию (13). 

Так же каки в $2, выделим коэффициенты $ (и, 5) и 4 (и, о) 
при у”, тогда в полиноме ^}(у, и, о) ре (у, и, о) коэффициент при у” 
будет иметь вид $ (и, о) - вф® (и, 5) и так же, какв $ 2, существует 
такое действительное г, что ХФ (=--1у) Нь © (=-- 1) ==0 при произ- 
вольном действительном у. Очевидно, что при этом условии 75) (е*+**) = 0 
при произвольном действительном х. 

После этих предварительных замечаний докажем теоремы УГ и УП, 
дающие критерии отсутствия у функции Н (2) нулей с положительными 
или нулевыми действительными частями. 

ТЕОРЕМА У1. Пусть Н(2) = (2,е?), где № (2, &) — полином с главным 
членом а„,2"1з [см. (28)]. Положим Н (14) =Е (у) (9). Если все нули 
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функции Н (2) лежат по левую сторону от мнимой оси, то вектор 
%=Н (1/) при изменении у от — с до --с все время вращается 
в положительном направлении с положительной скоростью, что ана- 
литически выражается условием С’ (у) Е (у)—Е' (4) С (у) >0 и сверх 
того при пробеге у-ом интервала — 2Кк < у < 2Ёп вектор % описывает 
угол, равный 4Ктз--тт-8,, где Е Если, наоборот, вектор 


описывает угол, равный 4Ктз-тг--8, в то время, когда у пробегает. 
интервал —2Кт < у < 2Кк, то он вращается все время в положитель- 
ном направлении с положительной скоростью, и нули функции Н (2) 
все расположены по левую сторону от мнимой оси. (В последнем утвер- 
ждении предполагается, что функция Н (2) не имеет нулей на мнимой 
оси, так как без этого предположения даже невозможно определить 
угол поворота вектора %.) 

Для формулировки теоремы УП условимся о терминологии. Пусть 
р (у) и 9 (у) — две действительные функции действительного переменного. 
Мы будем говорить, что нули этих функций перемежаются, если каждая 
из функций не имеет кратных нулей, между каждыми двумя нулями 
одной функции имеется хоть один нуль другой. Кроме того, пред- 
полагается, что функции р(у) и 9(у) нигде не обращаются в нуль 
одновременно. При этих условиях нули функции р(у) и 9(у) идут, 
чередуясь, вдоль оси у. 

ТЕОРЕМА УП. Пусть Н (2) =1 (2, е'), где № (2, 4) — полином с глав- 
ным членом. Функцию Н (19) разобъем на ее действительную и мнимую 
части, т. е. положим Н (1) =Е (у) | :С (у). Если все нули функции Н (2) 
лежат по левую сторону мнимой оси, то нули функций Е(у) и С(у) 
действительны, перемежаются и 


С’ (у) Р (у) —Е* (у) 6 (у) >0 (37) 


при всяком у. Далее, для того, чтобы нули функции Н (2) все лежали 
по левую сторону от мнимой оси, достаточно выполнения одного из 
условий: 

1) все нули функций Е(у) и С(у) действительны и. перемежаются, 
а неравенство (37) выполнено хотя бы для одного значения у; 

2) все нули функции Е (у) действительны и для каждого ее нуля У=У. 
выполнено условие (37), т.е. Е’ (у,) С (у,) < 0; 

3) все нули функчии С(у) действительны и для каждого ее нуля 
У= У, выполнено неравенство (37), т. е. С’ (у,) Е(у,) > 0. 

Доказательство теоремы УГи УП. Доказательство разобъем 
на пункты: 

а) Поворот вектора % =Н (1) вто время, когда у пробегает интервал 
а <у=<6, обозначим через о (а, 6). Скорость ду 2 (0, у) вращения век- 


тора % в момент у очевидно выражается по формуле: 


а __ бр —Р 96) 
ду 2 (0,9) = ту бу) (38) 


О НУЛЯХ НЕКОТОРЫХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 129 


Таким образом, знак скорости г о (0, у) и знак выражения С’ (у) Е (у) — 


Е’ (у) С (у) совпадают. 
Ь) о(а-е, 6 =) =о(а, 6)-8,, (39) 


где 8, —>О при = фиксированном, когда а-—> + © и 6-> со. Прежде 
всего мы имеем о (а, 6) = (а, с) о (с, 6). Далее из структуры функции 
Н (2) непосредственно видно, что о (а, а-+-е) ==--8,, где 8,->0 при фик- 
сированном ев, когда а-> -- <>. Сопоставляя эти два утверждения, по- 
лучаем (39). 

с) Пусть Х и в— два действительные числа, не обращающиеся 
одновременно в нуль, тогда существует такое действительное е, что 
при произвольном действительном у одновременно выполнены четыре 
следующие неравенства: 


ХФ (ей) ТФ (е- 19) = 0; ] 

ЬФС (1) — № (=- 8) = 0; р 
(+19) + 0; | # 
Ч (е-- 1) 20. 


Выполнение этих неравенств гарантирует применимость теоремы ПП 
к функциям ^Р (у) ьС (4), Е (у), С (У). Из тех же неравенств следует, 
что точка Н(- 2А-- =) при достаточно большом А не лежит ни на 
одной из прямых \\’-Н ры” =0, %“’=0, и”=0 (у=и’- а”) в пло- 
скости %. 


Одновременная выполнимость неравенств (40) следует из заме- 
чаний сделанных перед формулировкой теоремы УТ. 


4) Допустим, что ©(— 2т, 2Ёк) =*(4Ётё + тт) 8, где <= 1, 
а 6,-—>0 одновременно с -. Покажем, что при этих условиях функция 


^Е (у) ьС (у) имеет только действительные и простые нули при произ- 
вольных действительных и не обращающихся одновременно в нуль ^ 
ив, сверх того 


< (С (у) Е (у) — Е” (у) С (ч)) > 0. 


Для доказательства утверждения 4) выберем е, удовлетворяющее 
условиям с) при заданных \) и в. Так как вектор %® на интервале 
— 2Ат-- е<у=< 2-е описывает угол * (4Ёжз -- мг) -|- 8, (см. Ь), то геомет- 
рически очевидно, что кривая %=Н (й/) на том же интервале должна 
пересечься с прямой \'’ | в” = 0 не менее чем при 4Ём -- г различных у. 
В силу же теоремы ПТ число нулей функции \Ё (у) - С (у) на том же 
интервале не превосходит 4/5 {- г, таким образом все нули функции 
ХР (у) + ьС (4) действительные и некратные. Некратность нулей означает, 
в частности, что кривая % = Н (11) нигде не касается прямой №’ р" =0, 
т. е. вектор % все время вращается со скоростью, отличной от нуля, 
а из этого вытекает неравенство < (С’ (у) Е (у) — Е’ (У) С (ч)) > 0 (см. а). 

Докажем теперь первые половины теорем УГ и УП. Допустим, что 
все нули функции Н (2) лежат по левую сторону от мнимой оси. Тогда 
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в силу теоремы У и Ь) °(— №, 2%) = 4 5 ^г-8.. Отсюда на осно- 
вании @) заключаем, что нули функций Е(у) и С (9) все действительные, 
простые и С’ (у) Е(у)—Р’ (у) С (4) >0. Таким образом, вектор % все 
время вращается против часовой стрелки с положительной скоростью, 
а пз этого геометрически очевидно, что нули функций Р(у) и С(у) 
перемежаются. Таким образом, первые половины теорем УГ и УП до- 
казаны. 

Докажем теперь вторые половины теорем УТ и УП. 

Заметим прежде всего, ято если ©(— 2х, 2Ат) = чт; --т--8,, где 


1 
8, стремится к нулю одновременно с -_, то в силу теоремы У и) 


видим, что все нули функции Н (2) лежат по левую сторону мнимой 
оси. Таким образом, вторая половина теоремы УТ доказана. 

Покажем теперь, что если выполнено одно из условий 1), 2), 3) 
теоремы УП, то имеем о (— 2#т, 2Ат) > А4Ётз - тг--8,. В случае, если 
нули функций Р (у) иС (у) действительны, просты и перемежаются, мы на 
основании теоремы ПТ и Ъ) заключаем из непосредственных геомет- 
рических соображений, что © (—2т, 2Кк) =* (4Кт- тг) | 8,. Таким обра- 
зом, в силу 4) заключаем, что < (С’ (у) Е (у) —Е’ (у) С (ч)) > 0, но так как 
по условию 1) неравенство (37) выполнено хоть в одной точке у, то 
имеем *=1. 

Если выполнены условия 2) или 3), то на основании теоремы 1, 


Ь) и геометрических соображений заключаем, что © ( — 2Ак, 2Ак) =АЁкз- 
+{=7- 0, и, следовательно, по ранее замеченному, все нули функции 


Н (2) лежат по левую сторону от мнимой оси. Таким образом, теоремы УТ 
и УП доказаны. 
Нижеследующая теорема дает дополнительные соображения к реше- 


нию вопроса о существовании корней функции Н (2) по правую сторону 
от мнимой оси. 


ТЕОРЕМА У1Ш. Пусть Н (2) =1 (5, е*), где 1 (5, #) — полином с глав- 
ным членом а,.24. Через у‘) (+) обозначим коэффициент при 2" в поли- 
номе 1(з, 1). Если функция (9 (е2) имеет хоть один корень по правую 
сторону от мнимой оси, то функция Н (2) имеет бесчисленное множество 
нулей по правую сторону от мнимой оси. Если все нули функции 
Х(? (е*) лежат по левую сторону от мнимой оси, то функция Н (2) 
имеет не более конечного числа нулей по правую сторону от мни- 
мой оси. 


Доказательство проводится аналогично тому, как это делалось при 
доказательстве теоремы ТУ. 

Вопрос о том, расположены ли все нули функции Хх) (е) по левую 
сторону мнимой оси, легко приводится к тому же вопросу относительно 
полинома. Заметим прежде всего, что нули функции Хх (е*) тогда 
и только тогда лежат по левую сторону от мнимой оси, когда все нули 


полинома (9 (#) лежат в круге |#| < 1. Дробно-линейное преобразова- 
+2, 
1—2 це реводит внутренность круга |1 | < 1 плоскости перемен- 


ние $ = 
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ного # в полуплоскость, лежащую по левую сторону мнимой оси пе- 
ременного 2,. Таким образом, в полиноме /(°) (#) следует сделать замену пе- 


1 +2 
ременного {= —*, отбросить у полученной дроби знаменатель и 


решать вопрос для полинома относительно 2, при помощи теорем 
УГ и УП. 


Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова 7 1Ш 1942 
Академии Наук СССР 
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ЗОММАВУ 


Геф й (2, 2) Ье а ро]упопла] миИЪ геа] ог сошр]ех соеЙ1слепёз 4ерепа- 
те оп фе уама ез 2 ап4 #. [п 11$ рарег аге с1уеп 1Ъе песеззагу ап@ 
зи Исеть соп4Илопз {ог 4Ъе песаму6у о{ \\е геа| рагёз оЁ а] хегоз 9 
{Ве Гапс@оп В (2) =Й (5, е?). 

Ге г ап4 $ Бе \е 4естеез оЁ Фе ро]упопиа] #(2,{) \ЦЪ гезресф 0 
2 апа 2. УМе са] \Ше 4егш оЁ \е роупошла] й(2,#) сомашишя 1Ъе 
ргодись 2'{° {Те ргаслра] {егт. Еу!4еп у поф еуегу ро]упопиа! Баз фе 
рглос1ра1 фегш. 


ТНЕОВЕМ 1. [{ Ше ройупоплай #(2,) 40ез поё сотат фе рипе- 
рай йегт @йеп \е шпсиоп Н (2) р0$5еззез ап атНпиу о] 2егоз ий аг- 
Битат у (атве розйлое геай раг1з. 

Ргоо[. ТЬе зо] оп о! %е ефиаот Н (2) 13 зоб ш Фе Гогт 
д =ат Ак -- 2 -- 10-5, мВеге а 13 а роммуе гайопа! питшЪег ап 
9-0 а сотрех паюшрег Ферепёшяе оп \\е {ога о0Ё фе роупот1а1 
й (2,), К а за 1ееп у 1атсе роз уе пишЪег, © а зи 1е1еп у зтаЙ уа- 
гла ]е. 1% арреагз \Ваф М #(2,#) 40ез поф роззезз 4Ве ргше?ра| фегш 
$Веп \Ъеге ех136 зо1аопз оЁ зись юпа жи ( 4епд1о {0 2его \Ъеп А > ©. 

И \Феге ех15{з Че ргше1ра! 4егт 0Ё Фе ро]упошла]! # (2,1) еп 
Ве сВагасцег о{ 2егоз о{ 1Ъе ЁапсИоп Н (2) 13 дейегилпе4 Бу Фе Бевау1оиг 
о{ Н (2) оп Ве ппастагу ах!з. И Н (4) =Е()-+С(У, Е(Ч) ава С (9) 
Бешя геа|\ РапсИопз оЁ 4Ве геа] уагла ]е у, еп 1 13 еазПу зееп \а% 
Е (У) =, со у, зв у) апа С (у) = & (9, озу, зи у) чВеге { (у, и, 5), (у, и, 5) 
аге ро]упопиа]з \УИВ геа] сое 1с1епёз. Опиг ргоБ]ет сап Бе гедисе4 10 {Ве 
туезиеа оп оё 2егоз оЁ {Ве ГапсНоп Ё (2) = [(2, с03 2, з11 2) жВеге ] (2, и, 0) 
13 а ро]упопиа] \1В геа] сое 1с1епёз. } (2, и, о) сап Бе гергезет4е 4 1 {Ве Гоги 


1 (2, и, о) = У тфХи, о), (4) 
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\Веге $"? (и, о) 13 а Вотовепеомз (\ИЪ тевресь 10 %Ъе уаг1аЪ]ез и, 5) 
роупопиа! оЁ Чертее п. Аз \е аге дошя 10 изе е заза от и = с0$ 5, 
р—=зтд \е аззаше %ИЪВоиь 1088 0Ё репегаШу \аф по (и, ®) в 
але Бу и’ ог $ (1, 0520 Гог еуегу ро1упопйа1 Ф (и, 5) т 
Ве зим (1). Теьг Ъе 1№е Чертее оЁ (2, и,2) УИ гезресф 10 2 ап4 $ 
Ъе Из Чесгее УИ» гезресь 40 Ъо\\ и ап4 с. У\Уе вЪаЙ саЙ 27°) (и, 5) 
{Ве ре1потра! (егш оЁ [(2, и, 5). Еуеп Му, поф еуегу роупошла] соп- 
фаз {Ме рглпстра!| 1егт. 


ТНЕОВЕМ И. /! Ше роупотиай }(2, и, о) 40е5 пой сотат йе рпт- 
сграй 4егт йе еге ех451$ ап атрпиу о] зегоз о] Ше итеноп Е (2) ФИ 
атритатйу (агве ставтату раг1з. 

'ГБе ргооЁ 13 Базе оп 'ТЬеогеш Т. 

И \е ро\упопиа1 / (2, и, 5) сопбалаз Фе рг1астра] фегт %Веп уе зе]ес 
Ве 1егтз сопашия 1” апа ме утие (2, и, о) = 279® (и, о) ..., мБеге 
$(°) (и, 5) ва (репегаПу, поф Воторепеойз) ро!упопйа1 оЁ 4ертее $ УИ 
гезресф 10 и, о. Треп Ф(® (2) = 24°) (с032, т 2) 13 а реглод1е Гапсйоп 
розвеззтая 5имеЙу 23 2егоз 1п 4Ъе гезлоп О=х< Жж (2=2-1,). Тваз 
Гог а1108% еуегу в \\е Гшпейоп ФФ (з -- #/) 40ез пой уапзВ ог апу геа1 
у. СВоозе висВ = Ша Ф(® («+ #/) = 0 {0г аП у. 


ТНЕОВЕМ 11. ТАе апсйоп Е (2\ роз$еззез ехасИу АКз-Ег зегоз ат 
йе телоп — же о хо2Аж-е 1] Е 15 зифаептЙу Чатре. Три Фе 
песеззату ап4 зиесзета соп@иоп Ша аП зегоз ор йе штепоп Е (2) 6е 
геай 15 Тай Чйете еия стасИу 2%5--г теай зегоз о} \е рпеиоп Е (%) 
т ше петь — Же < х= 2-е К 15 зи рсаепИу 1агее. 

Ргоо{. Сопз1Чег 4Ъе гесфапя]е Р,, т 4Ъе 2-р]апе деегишей Ъу 
Ве шедиааП Иез: — 26 Не х = 2Ак-+ е; —6 < у<Ь. Ш 13 еазу 0 зее 
ТафР (2) =2` Ф@ (2) (1-0, (2)), УЪеге 5, (2) 13 агЬИгагИу зшаЙ оп \е 
Боипдагу о! Р,, мВеп К ап4 6 аге заМ1елею у 1агбе. Ассог@те $0 Те 
\Веогет оп {Те ]1орагИВ ис гез1@ие \Ве ГласИопз Р (2) апа 2" ФФ (2) Бауе 
{Ве заше пашЪег оЁ хегоз т Р‚ь, Ё апа 6 ешо зы Поет у 1агое. Еог 
{Ве 1аМег Гапсйоп 3 патшЪег 13 еу14еп у едиа1 40 4; г. 


Соп14ег ара 1Ъе лисой Н (2) ип4ег 4Ъе аззатрИоп Ваей (2,) 
Ваз \Ъе ргпсйра| 1егт. ЗеЙесИйпя 4\Ъе 4егтз УИ 2” ме гергезепу #(2,#) = 
=2"Х® (И -+..., мЪеге х( (1) 13 а ро]упопйа] 0Ё дестее $ \ИЪ гезрес% 
40 1. Х© (2) = (© (67) 13 а ремо@с Гапойов ЖИВ фе рег1о@ 2 \ысь 
роззеззез оу а ИпЦе пишьег оЁ 2егоз 1а 4Ве тебюп О<у< 2*. Соп- 
зефаей у, Гог ао еуегу геа! = Х© (х--1=) 2 0 Гога геа] х. Зиррозе 
Паф е 13 сВозеп 11 засЪ а \уау (аб 4Везе тедаа ев Во14. 


ТНЕОВЕМ ТУ. [1 1 (3, #) Фе а ройупопыай ий айе репстрай аетт апа 
Н (2) 40ез поё оатзй апууйете оп йе ставтату ажз. Оепое Фу М, 
Пе питфег о] зегоз 0] Ше ипеиоп Н (3) т йе тепоп — Жк += < у=— 
= 2Аж- в, > 0 (2==-1). Репуе ит ет Фу У, Ше апёе атауп Фу 
Ле оеслог ®=Н (1) тоип4 йе откат треп у тапвез Итоией ше йиег- 
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га] — 2Кж-{ г < у=< 2#к-[ е. [1 арреатз Фаё У, == (2%5— №5") + 8, 


фрете 6, 1еп4$ 10 зето затиЦапеоий) тий = 


РгооЁ. Сопз1ег а гесбап?]е Р,, ш Те 2-р]апе деегитед Бу 
О<=х=<а, — 2+: <у<2Ак-е. Аз Ш 13 Кпоуп \е пашьег оЁ 2егоз 
оЁ Ве Гапейоп Н (2) ш Р,, 13 ефиа] $0 №е пишЪег оЁ сошр1ее гпз 
оЁ 4Ще уесфог = Н(2) \Веп 2 раззез а1опс $Ве Боипдагу о! Р‚„ ш Ще ро- 
Шуе зепзе (сопипуег с1оск\зе). Аз 11 13 еазу $0 езфа ИзЬ Н (=) = 2"Х®(2)(1 + 
+5, (2)), уЪеге 8,(2) 1еп4з 10 2его \Веп Бо Ё ап4 а Ъесоше шйпце, 
{ 2 Беопсз 40 4Ъе Боппдагу о! Рьи ехсер{е4 115 з14е х=0. ш \1е\ 9 13 
ге]айоп ме сап ргоуе 1Ъаф {Фе 'ап]е 4гамжп Ъу \Ъе уесбог % \Ъеп 2 
раззез а1опх \\е 1о\уег, 4Ве глррф ап@ \Ъе иррег з1ез оЁ 4Ъе гесфап]е 
Р‚. 13 едиа] 10 АтзК | чг- 8». "Те аззегйоп о{ ТВеогет {оПо\з пате- 
Чла{еТу {тот {№13 еуа]аа Йоп. 

ТНЕОВЕМ У. Геё № (5, #) 6еа ройупотла] тий йе рипсгра! егт апа 
Н (и) =Е (У -С (9), чйеге Е (9) апа С (у) заЁе оп теай ощиез фйепеоег у 
15 тей. Г]| ай зетоз о} Н(2) Васе пегайье тей рагёз$ {вет Ше ъесог % = 
—=Н (1/) сатсшайез тоип4 \е отт ат йе розиое Фтесиоп тий те 
ровное оёос у хйеп у оапез рот — со 40-Е со Шай сап фе ехргеззеа 
т те ютт С (ч)Е (у) Е’ С (У >0. Еитйегтоге айе сесюг ® ата 
Фе ап@е Ат; {тт 8, ФИЙ 8, сеп@те 10 зето а => 0, фйеп у гап- 
рез тоий 1е пщето— к < у—< Ат. Сопоетзёй у, #} Ше зесог ® 
таз фе апйе Акт; тт +6, йеп у тапеез тои айе ащегом 
— 2Ак <у=—<2Ак Шеп ® атсшаез ат \1е рояйше Фтесиоп фий йе 
розёное офосйу ап4 а зетоз о} айе ршпеноп Е (=) йазе певашое тем 
рат (т г зесопа аззегиопт о] $ \еегет Н (=) 15 зиррозе 10 вазе по 
ритейу зтазтагу зего$). 

Тьеогет У \1 Бе ргоуе4 зипаКапеойз]у мВ 'ТБеогеш УТ. ТЬе фогшо- 
]а1оп о! \е ]авег \1Ш Ъе ргеседе4 Ъу Ве ГгоПоуйи 4егп1по]021са] гетагК: 
её р(у) ап 9(у) Ъе геа! Рапсйопз оЁ 1Ъе геа] уагла Ле у; ме зваП зау 
$Ваб 4Ъе 2егоз о! 4Ъезе ГапсМопз аЦегра{е И аП {Тейт 2егоз аге з1шр]е, 
Ъеб\уееп еуегу $\0 2егоз о{ опе оЁ \Ъезе Гапсопз ФТеге ех13ёз аф ]еазё 
опе 2его о! Ше о\Ъег ап ЙпаПу р(у) ап@ 4(у) Вауе по соштоп 2егоз. 

ТНЕОВЕМ УТ. 1 А (2, г) 6е а ройупопаай фий Фе ритсёра 1егт 
апа Н (п) =Е(у-2С(у). Г[аП 2егоз о} Фе ипсиоп Н (2) пасе певашое 
геай раг1з еп аЙ 2егоз о} Е(у) апа С(у) аге тей, аЙетпойе апа 


С’ (у) Е(у) —Е’ (у) С (у) > 0. (2) 


Еитйег, еас№ о} 1е юПофлтр соп@изоптз 15 зирает ат отаег а аЦ 
2егоз 0! Фе [шпсйоп Н (2) Йазе певашое тей рат: 1) аЙ 2етоз о} Е (9) 
апа С (у) ате тей ап аЙетпойе апа (2) роаз рог ай 1еа51 опе саше о] у. 
2) аП 2егоз у, о9| Е(у) аге теёй апа (2) йой4 {ог еъегу зето У,, 1. е. 
Е’ (%,) С (у,) < 0. 3) аЦ 2егоз у, о[ С (4) ате гей апа (2) №о14$ ]ог еоету У, 
г. е. 6” (у) Е (у,) > 0. 

РгооЁ о! Треогемз У апа УТ. 1{ а! 2егоз о! 4Ъе шпоЯоп Н (2) 
2* 
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Бауе песайуе геа] рагёз \Ъеп Бу ТЬеогет 1У ТУ, =4Ал; + лх--д,. ТЬиз 
{Ве сагуе дгамжа Бу 3№е уама е и =Н (1/), \Ъеп у гапаез 4Ъгоц8Ь те 
Я1егуа] — 2х < у—< 2Ат, Ваз аё ]еазф 4К5 г и\егзесмоп ро1пёз УИЪ еасв 
г120% Ппе раззше &гоись 4Ъе орт. И №’ р” =0 (т=и’- и") 13 
{Ве едиаМоп оЁ засЪ а ге Ппе 1Ъеп \Ъе шпсЯоп АЕ (9) Нь С (9) Баз 
аф 1]еазё 4А5--г 41НМегепф 2егоз 10 4Ъе ицегуа|! — 2Ат <у=< 2м. Ассогд- 
то 40 ТВеогеш Ш ХР (у) | ьС (у) саппоф роззезз паоге 2егоз 11 13 
\14егуа1. Сопзедчеп у аШ 2егоз о{ ^Ё (у)--вС (у) ате геа|1 ара з1тре. 
'ТЬ1з парИез \Ваф 4Ъе уесфог % слгоша{ез ш Фе роз! уе зепзе уЪВев у 
\псгеазез. Сопзефиеп у, Фе 2егоз о! ЁР(у) апа С (у) аЦегпафе. Тьаз 
{Бе {1г3$ рагёз о! Тьеогет У апа УТ аге ргоуе4д. 

ПУ, =4Кжз {г 8, 1Веп ассогазте 40 ТЬеогет ТУ аП 2егоз о! Ве 
Гапс оп Н (2) Бауе песамуе геа! рагёз, \Ваф 13 4\е зесоп@ аззегоп о#! 
'ТБеогеш У. ЕигВег, 11 опе о! фе сопайопз т Тьеогеш УГ 13 №И- 
1е4 \Ъеп Бу пеотейтса1 сопз14ега оп$ апа ТЬеогет ИТ У, =2Аж5- г 
+5», \Ваф сошр\ефез 4Ъе ргоо{ о! ТЬеогет УТ. 
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Серия математическая 6 (1942), 185—149 Земе та!ета{Цацче 


Н. Г. ЧУДАКОВ 


0 ТЕОРЕМЕ ЗИГЕЛЯ 


(П редст авлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе дается новое доказательство теоремы Зигеля, не использую- 
щее теории алгебраических полей. 


Целью настоящей работы является изложить новое доказательство 
теоремы Зигеля, которое не использует теории алгебраических полей. 
В основании этого доказательства лежит только теория характеров 
по шо4 №. В работе используются идеи НеЙЬгопи”а [1]. 

Обозначения: с,, с, — абсолютные постоянные; Хх (в, К) =х (п) — 
характер, принадлежащий модулю К. 

ЛЕММА 1. Пусть Хх (п, К) — характер 2-го рода; тогда 

1) 0<2 (1) <З\№\, 


2) [Г ($, | < с для >1—— 


ЕК‘ 
Доказательство проводится с помощью применения леммы Абеля. 
ЛЕММА 2. Пусть Хх (п, Е) и у(п, К,) первооб разные* действительные** 
характеры, наименьшие модули которых К и Ё!, причем К = К. Тогда 
1) имеет место тоэкдество 


Х (п, К) х (п, Е) = Х (п, *) Хх (п, К, , 


где х, (п, х) — главный характер то4 х, причем 
х/ (К, К,), 


Хх (п, К,) — первообразный характер то4 К,, причем Ё, > 1. 
2) 1-х (п, К) + Х (п, Ё,) Хх (п, Ё,) > 1 для всех п. 
Доказательство. 1) Как известно [], наименьшие модули для 
первообразных действительных характеров имеют вид: 


Клара» | бы ОАРВИ, 


*) @р. [21, отр. 278. 
**) т. е. характеры 2-го рода. 
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где а и а, =0,2,3; Р и Р, — нечетные числа, не содержащие точных 
квадратов. Пусть далее 8=(Р, Р,), РЕЗР’, Р,=8Р,. 


Далее известно, что х (п, №) = (п, 2") (5) ;Х (п, К,) =Х (п, 2) (р). 
Следовательно, 


х (п, В) х (п, К) = (п, 2") х(п,2")(-ырг (3). (1) 


Полагаем 


Хх: (п, 2") (3 9 ‚ если а=а,, 
Я: 3 1), если & 5 а, . ® 


Во всех случаях (п, х) =главный характер по то4 х, где 


рак 2“, если &=%,, 
5, если аа. 
Ясно, что х/(К, №,). Аналогично полагаем 


(рр 7р’ :) если &=4, 
Хх (п, К,) = 


3) 
Хх (п, 2) х (п, 2") (>: Е если а - а.. и. 


Легко убедиться, что Х (п, №,) — первообразный характер по то4 А,, где. 


З8Р’Р,, если «а, =5, 


21а Р’Р’, если ва, =0, 
К, = 
т 
Р’Р!, если & =... 


Так как А -2 Ё,, то К, > 1. Вследствие (1), (2) и (3) 


Хх (п, К) Х (п, 1) = Хо (п, х)Х (п, &,). 
2) Если 


Хх (п, К) Х (п, К,) == 0, 


то Х. (п, х) == 0; следовательно, Хх, (п, х)=4 и 1-+у(п, Ю-+х(п, Е, 
5х (п, ,) = (1 хп, К)) = (1 Х(п, Е,)) > 0. Во всех остальных случаях 
среди трех чисел х (п, К), Х (п, К,) и Х(п, №,) должно быть, по крайней 
мере, два равных нулю. Это очевидно, если Хх (п, к,) = 0. Пусть Х (п, №,) = 0, 
ах(и, К) х(п,*,) =0. 

Пусть, например, 

х(п, ®=0. 

Тогда (п, №) > 1, (п, *) 1 и (п, К,) > 1; следовательно, 


Хх (п, Ё,) =0, 


значит 


Ах (и, Ю-х (и, Хх (В, 1) >1-—4=0. 
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В дальнейшем пусть 1,,2,,..., х.— неотрицательные числа; 
№Мт=1,1,...2; 5 (1) ==, + т,-+...+ 2. 
ЛЕММА 3. Пусть 


и =оО @э0 в 0: Во. 
Тогда ряд 


У а, \ ет \ (№2): е- 8" 862 р... 4. () 
п=1 Мх > { 


изображает целую функцию аргумента $, которая стремится к 0 при 
в-—>— ©. | 


Доказательство. Интегралы 


м (п. 2...) 
"Мх > 1 


сходятся абсолютно и равномерно в любом круге |5| < А. 


=> 


4 
Далее в области № > 5 имеет место неравенство 6 (5) > 5; поэтому 


со 


ео вее о, {5) 
п=1 
где В, = В (<, р, В). 

Следовательно, ряд (4) сходится абсолютно и равномерно в любой 
конечной части плоскости, т. е. изображаемая им функция — целая 
функция. Непосредственная оценка ряда (1) показывает, что при в —> — со 
сумма ряда стремится к нулю. 

ЛЕММА 4. Пусть все обозначения леммы 3 сохранены, тогда ряд 


со 


уе со (№з)те -Вт* 8 (®) т, т, ... 41 (6) 
п=1 №х<\ 


сходится абсолютно для достаточно больших в, и сумма сго стремится 
к 0, если во. 
Доказательство. Выберем 


а- 
[:] ва 
Тогда ряд 
со 
> Е ля с>0 
пав (6 + 1) д А 


Но в таком случае 


Ха, \ ‚.. } (узуе- в" 86 да... 42 < В-1©+0Г“(в+-1) У, - [ав| т 


в (+1) 
п=1 №Мх < 1 п=1 


что доказывает первую часть утверждения. 
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В силу (5) можно далее написать, что 


У а \ я \ (№): е-В® "8 4х... а |< 
Ъ=1 М№Мх < 1 
<(1—5)°-чВ,- В, \ т е-88 © 42,...4т., (7) 


1—5<М№х<1 
где 


<8<1; В, = У |а,| \ ве (№2) 8" 8 д,... 42. 
п=1 №х<1-6 


1 
2 
Но непосредственная оценка показывает, что 


е- 83 9 др,... а =0(). (8) 
18<Мх<1 


(7) и (8) убеждают нас в том, что ряд (6) стремится к 0, если < —>-- ©. 
ТЕОРЕМА Т. Пусть ряд Дирихле 


со 


= У 


п=4 


имеет полуплоскость сходимости, а изображаемая им функция удовлет- 
воряет условиям 

1. ($) — мероморфная функция, имеющая конечное число полюсов. 

2. Существуют такие Х > 0, А > 0 и натуральное 49, что функция 


Е ($) = А* [9 (^3) } ($) 


удовлетворяет функциональному уравнению Е (1— $) =Е ($). 

3. В полуплоскости в > , (вне полюсов) справедлива оценка: 
[(5) =0 (|#|8) (равномерно относительно в). 

Тогда 


Е(5)—Р, (5)=У а, \ —_ [(МаАеи (Мета -9-1] е- Авила, .. ал, (9) 
в =1 №х>1 


где Е. ($) —главная часть Е($); в = (4^)-1. 
Док азательство. Пусть р(5) равна разности между левой и 
правой частями (9); в силу леммы 3 функция р (5) — целая функция. 
Кроме того, легко обнаружить, что 


(1$) =р (5). 
Поэтому ограничимся оценкой р($) в полуплоскости с = 5. 


Пусть в, так велико, что все полюса Ё (5) лежат в полуплоскости 
с<‹с,; кроме того, пусть 


6, = 9% (см. лемму 4). 
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Е ЕН ЕВ НЕЕ ВНИИ Е Не с 


Тогда в полосе 


имеем 
(5) = О (ет 18) = (4). 


Наконец, в полуплоскости с > 3, имеем: 


Аз Г (5) п = \ = \ (№) вЫ 4х, ... 4%. 
0 
Е(5)< У, а, \ Е \ Пе О 
п=1 0 


Значит 


р (5) = — Ро ($) + я а, [— \ ... \ (Мера неа а,... 48, -- 


п=1 №Мх>1 


+ \ Зы \ (М АА „а О) 
№ < 1 
Если же с‹->-{ <, то в силу леммы 3 и 4 функция р (5) ->0. Таким 
образом, р (5) =0. 
Пусть теперь у (п, А) их (п, Х,) два первообразных характера 2-го рода, 
причем А и А, — их наименьшие модули и К -^К,. В силу леммы 2 мы 
можем написать: 


Хх (п, К) Х (п, К,) =, (п, х)х (п, К,), (10) 


где у, (п, &,) — первообразный характер, К, / АК, . 
Пусть 
Г. (5, Х), Г ($, 1) и Г ($, Х»), 


Г. — ряды, построенные соответственно для характеров 


х=х(п, А), Хх. =Х(п, ^,), Хх, (п, ,). 
Пусть далее 


= (5+ Юн (-Э-+х»(-1 }; =: 
1($) = 6 (5) ($, Х) Г ($, х,) 1 (5, >); Е) = А“ Г" (18) ®. 
В силу (10) 


1 
АЕ ОЕ: 


Оби = и, 


т. е. значение —1 может встречаться только четное число раз среди 
чисел х(—1), Хх, (—1) и Х,(—1). Значит 4 равно или 2, или 4; ^=1 
@ 


или —. 
2 
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Нетрудно теперь проверить, что [(5) и Е($) удовлетворяют всем 
условиям теоремы Т, ибо 


= 2и®< 8 ($) Е( (5, а ($, %:) 8 (5, Хы 


) == дни 


и. р, 0, 8=:@-—х(-—1), 


эре 2 а < НГ 2 М м с об с м 


где 


Далее заметим, что в этом частном случае ЁЕ($) имеет только два 
полюса 1-го их 8=0и 1. 


Значит, Р.(5) =; ее а" 
1=— 47 (№) Ё (6х) 6 (4, Х,) Е (4, Х,). 


Наконец, заметим, что 


ра А а пк) + у(п, К,) + у (п, К 
вУн=У (п) ( Хх ( ) -— эх ‘)), (14) 
Пей п=1 
где 
0, если п имеет разные простые делители, 
Хх (п) =: 
(") Га а если „пр“. 


Но в силу леммы 2 все коэффициенты правой части (1) неотрицательны, 
значит и а, > 0. 


Применим теперь к функции Р (5) теорему 1, полагая, что 
а 


Мы придем к тождеству (9). В этом последнем мы опустим в правой 
части все члены кроме первого. В результате мы получим неравенство 


Ч 


(8) — ни > те я а О 
х> 


ТЕОРЕМА П. Пусть р — наибольший действительный корень [. (5, Х), 
Е — наименьший модуль Г. ($, Х), => 0. 
Тогда 


Ари" для КЁ). 


Доказательство. Теорему достаточно доказывать только для 
Г-рядов, для которых справедливо неравенство 


И 
т 
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о ЕЕ Ч За косе У В 


2 
В дальнейшем мы будем предполагать. что Х > е*, 46к*. 
Пусть р, — наиболыший действительный корень для Г-ряда шо4 (,; 
тогда 


и 
Е: 


Пусть К > Ё, и Г (5, У) — любой из первообразных характеров то4 А. 
Полагаем теперь в (12) число $=р,; это дает нам 


В, Г. (1, ХЕ (4,) А> \ и \(\=) дд, [43) 
№1 
где 
И) 
ВР ра (1 — р) ^ 


Но в нашем случае А>1; поэтому, ограничиваясь в (43) областью 
интеграции 


И № Е 
мы получаем такую оценку снизу: 
ых о О В. о 
М№Мх>1 
где 
ВоВе: 
Наконец, в силу леммы 1, имеем 
Г ($ Хх) Г (1, Хз) < с. (1 р 19" К. 

Значит (13) можно переписать так: 


А—р> ВАЙ Че В,К" Ча К, 


где В, не зависит от №; так как р, —1> —е, то для достаточно 
больших А 


Ар °. 
Из теоремы || следует, что для бинарных квадратических форм 


ВВ>А* ° для > № (?). 


Здесь А — число классов дискриминанта - №, В — регулятор. 
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Ю. Ф. СИРВИНТ 


ВЫПУКЛЫЕ МНОЖЕСТВА И ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ 
В АБСТРАКТНОМ ПРОСТРАНСТВЕ. ЧАСТЬ Г. ВЫПУКЛЫЕ 
МНОЖЕСТВА 


(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


Эта работа была защищена автором в качестве кандидатской диссер- 
тации в октябре 1939 г. Она разделяется на две части. В публикуемой 
вдесь первой части исследуются некоторые геометрические свойства 
абстрактного пространства, именно свойства выпуклых «окружений» 
в линейном и в линейном топологическом пространстве. Факты, уста- 
новленные здесь, найдут применение во второй части, при исследовании 
линейных функционалов в линейном топологическом пространстве. 
Результаты этой части были опубликованы без доказательств в ДАН, 
ХХУГ, № 2 (1940). 


Терминология и обозначения 


Е есть линеиное пространство [см. (')*, стр. 26]. Элемент нуль 
пространства Е обозначается через 0. 
Символы Е, поп Е, С. , —) имеют обычное значение соответственно 
принадлежит, не принадлежит, входит в, содержит. 
Символ © ( ) означает: множество точек х, удовлетворяющих 
х 


условию, написанному в ( ) 
Соединением множеств 0, У,... точек х называется множество 


© (1 Е либо 0, либо Г,...), 


оно обозначается 5 (0, У, ...). 


Пересечением множеств 0, У,... точек х называется множество 
@ (2 Е одновременно и 0 и Т, ...) 
х 
общая часть множеств ПИ, У, ... Оно обозначается Р(0,Т,...). 


*) Цифры в () относятся к библиографии в конце. 
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Если 5. ЕЕ, а вещественно и (СЁ, то 
+0 =Ф(х=ж- 2’, где х’60). 


Операция построения такого множества называется переносом множе- 
ства 0. 
Наряду с этим 


ай = © (:=ах', где т’'ЕП). 


Операция построения такого множества в том случае, когда а 520, 
называется преобразованием подобия множества И. 
Суммой множеств ( и ТУ называется 


И-+Г=@б(т=з’- 1”, где ЕО, х”ЕУ). 


Вместо /+ (—4)У мы будем писать просто ПИ-—У. 
Множество (И называется выпуклым, если, каковы бы ни были 
положительные Хи в с ^ ь = &, выполняется 


хи - ОЕ 
Глава 1 


Выпуклая топологизация линейного пространства 


Пусть Е — линейное пространство. Для того чтобы превратить Е 
в нормированное пространство, необходимо и достаточно определить 
в Е множество (, удовлетворяющее определенным условиям, — единич- 
ную сферу пространства В. 

После того как это сделано, всякое множество точек Ё, полученное 
из 0 при помощи операций подобия, переноса и соединения, будет 
названо открытым множеством. Удобным инструментом исследования 
свойств нормированного пространства является норма |х|, определенная 
для любого ЕЁ как точная нижняя граница чисел а >> 0, для которых 
тЕап. 

На практике обычно поступают наоборот, т. е. а рг1ог1 определяют 
в Е норму элемента, удовлетворяющую определенным условиям [('), 
стр. 53], но с более общей точки зрения следует рассматривать вопрос 
именно вышеуказанным образом — см., например, статью Колмогорова (°). 

В этой главе мы дадим эффективный метод выпуклой топологизации 
линейного пространства Ё, т. е. метод превращения его в локально 
выпуклое пространство. Этот метод будет применен дальше, в главах 
о пространстве функционалов. 

Этот метод приведет нас к псевдометрикам Нейманна [см. (*), стр. 18] 
как к инструменту исследования локально выпуклого пространства, 
аналогичному норме для пространства нормированного. 

Два понятия лягут здесь в основу: понятие «окружения» и понятие 
«приведенного семейства открытых множеств». 
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$ 1. Общие теоремы об окружениях 


Так как пространство Ё лишено какой бы то ни было топологии, 
понятие окрестности’ не имеет в нем смысла. Мы введем сейчас чисто 
алгебраическое понятие, предотавляющее многочисленные аналогии 
с понятием окрестности. Именно, мы будем говорить, что множество 
ИСЕ есть окружение элемента 0 в Е, если, каково бы ни было ЕЕ, 
можно указать такое вещественное а>0, что а>|й| влечет йхЕ0. 
Множество ИС-Е будет называться окружением точки 2, если И— 5 
есть окружение нуля. 

Мы будем говорить также, когда ( является окружением точки Ч: 
что О окружает точку ху или что 2, окружено множеством И. 

Мы видим, что пространство Е окружает каждую из своих точек, 
что соединение окружений х есть снова окружение х и что пересечение 
в конечном числе окружений х есть снова окружение х. 

Пусть 0 есть окружение нуля, которое, кроме того, выпукло. Поло- 
жим тогда 

[= /О]= има, 
хЕа0, (1) 
а} 


Обозначая через Ё это число, мы имеем, каково ни было е > 0, 


ХЕ (В =) 0, 
хпоп Е (# — в) И, (1-13) 
когда е<й 


(второе неравенство имеет смысл рассматривать только тогда, когда й >> 0). 
Функционал |х/(| определен для каждого окружения нуля в про- 
странстве Е и для каждой точки пространства Е. Мы будем рассмат- 
ривать этот функционал лишь для выпуклых окружений 0 нуля в Е 
и будем называть его относительной нормой элемента т. 
Следующие свойства |2/(| могут быть с легкостью доказаны: 


41° 0=|=/О]|] <; 1[0/(]|=0; 
2° |х/И|>1 влечет $60 |2/0|>1 влечет 2 поп 0; 


3° [а2/ЫЛ|=|[2/И| если +. <0; 

4° |5/Р(Оь, 0, |= тах (2/0, |, |#/0, |}; 

5° |2. +2,/0|=<|1,/И|-|=,/Ч| (аксиома треугольника). 

Функционал |/( | был введен Нейманном [(°), стр. 18], который 
обозначал его |7 и называл «псевдометрика». Нейманн определял 
псевдометрику в пространстве топологическом и локально выпуклом; 
множество Й у него — выпуклая окрестность нуля. 

Свойства 14° и 5° можно найти, например, в (*), стр. 18. Свойства 


°, 3°, 4° доказываются непосредственно. 
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Если множество ( таково, что всегда |х/Ц]|]=1 влечет х поп ЕП, 
мы будем говорить, что И окружает точку нуль открытым образом. 

Если |х/0|=0 всегда влечет х=0, мы будем говорить, что И 
окружает нуль конечным образом. В противоположном случае мы ска- 
жем, что (И окружает нуль бесконечным образом. 

Слова: «множество И окружает точку х, открытым (конечным) обра- 
зом» будут означать: множество Й—х, окружает нуль открытым (ко- 
нечным) образом. 

Переведем теперь все предшествующие определения на геометриче- 
ский язык. Очевидно, что выпуклое окружение точки х,— это такое 
выпуклое множество Ц, пересечение которого с каждой прямой, прохо- 
дящей через х., есть отрезок, заключающий х, внутри себя. При этом 
окружает х, открытым (соответственно конечным) образом, если 
упомянутый отрезок всегда открытый (соответственно конечный). 

Выпуклые множества, окружающие точку нуль открытым и конечным 
образом, всегда существуют в линейном пространстве. Чтобы построить 
пример такого множества, обозначим чергз {2:}:<а вполне упорядочен- 
ное множество, являющееся базой Хамеля пространства Ё, т. е. такое 
множество элементов Ё, при помощи которого каждый хЕЕ может 
быть представлен в виде 


= ах ах, --... | аж, 


и притом единственным образом. Вещественные числа а, (К =1,2,...,п) 
(число п изменяется вместе с ЕЁ) будут называться координатами 
точки х. 

Множество К точек Е, у которых модули координат меныше еди- 
ницы, составляет, очевидно, окружение нуля выпуклое и, кроме того, 
открытым и конечным образом. 

Нам будет полезно для дальнейшего решить следующую проблему. 
Предположим, что 0 есть выпуклое множество, которое окружает одно- 
временно точку нуль и точку х, из Е. Тогда, каково бы ни было хЕЕ, 
числа |т/(|и |х/О—1,| определены. В каком отношении находятся 
между собой эти два числа? 

ЛЕММА. Положим |х/И—х,|=й. Тогда число № удовлетворяет 
уравнению 

|2--№%/ 0. (2) 
Доказательство. Мы имеем, вследствие (4-13), каково бы ни 
было е> 0, 
ХЕ (®-- =) 0 — (йе) жь, 
х поп Е (# —=) И — (й — =) х,, если =<й, 
откуда следует 
[2+ (#- =) 2, /(®-+)0!=<1, 
|2 (#—=) 2, /(#й—е)0|>1, если е<й, 
т.е. 


|2 (+) / |+: “+9 /0] йе. 
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Второе неравенство остается верным, но становится тривиальным даже 
когда =>. 
Аксиома треугольника дает нам теперь 


[2-2 /0 |-—е|-2./0 |< И», 
[з--йх, /0|-+=|—-2/0|=#—е. 
Переходя к пределу при е—>0 в последних неравенствах, мы приходим 


к формуле (2), которую надо было доказать. 
Формула (2) позволяет оценить число й. Мы имеем 


[2/0 |-#|—2/0|=<|=[0|-+1%|%/0| 
и, следовательно, возвращаясь к значению числа 1, 
ЕЯ НМ 
п Я рем © 


Формулы (2) и (3) позволяют установить три весьма существенных 
предложения: 

ТЕОРЕМА [. Пусть 0 — выпуклое окружение нуля. Тогда необхо- 
димым и достаточным условием для того, чтобы т, было окружено 
множеством И, является: |, /0|< 1. 

ТЕОРЕМА П. Если выпуклое множество И окружает одну. из своих 
точек открытым образом, то оно окружает открытым образом всякую 
свою точку. 

ТЕОРЕМА Ш. Если выпуклое множество Ц окружает одну из своих 
точек конечным образом, то все точки х, окруженные множеством И, 
окружены конечным образом. 

Доказательство теоремы Г. Высказанное условие необходимо. 
В самом деле, пусть 2х, ЕЁ — точка, окруженная множеством (. Тогда 
число #=|52./0—х.| > 0 определено. Вследствие (2) мы имеем 


[3-Е / |= 


и, следовательно, 
й 
= < 1. 


Высказанное условие достаточно. Пусть 2х ЕЕ — точка такая, что 
[1,/0(|<1. Покажем, что И —х, окружает точку нуль. 
Для этой цели выберем произвольное ЕЕ и рассмотрим функцию 
вещественной переменной # 
$(=|5-#[0|. 
Это — функция непрерывная. Аксиома треугольника обеспечивает нам 
выполнение для нее условия Липшица 


—8|—2/0 | <$(#-+8)—9(1) <8[2/0| (6>0. 
Кроме того, $(0)=|х,/0|< 1. Следовательно, существует такое 
а>0, что при |{| За мы еще имеем ©(1) < 1, т. е., иными словами, 


12-5 /0|<1, 


3 Известия АН, Серия матема тическая, № 3 
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откуда следует, что (см. 2°, $ 1) 


ЕО при |1|<а, 
т. е., окончательно, 


ЕЙ при |1|<а. 


Ввиду произвольности х, последнее соотношение убеждает нас, что 
множество И окружает х., что и требовалось доказать. 

Доказательство теоремы П. Пусть 0 — выпуклое окружение 
открытым образом точки нуль. Тогда утверждение, что хЕИ, эквива- 
лентно |х/П|<1, и мы видим, вследствие теоремы Т, что И окружает 
каждую свою точку. Допустим, что х,ЕПО и предположим, что для 
некоторого ХЕЕ мы имеем |х/И—х,|=1, тогда из формулы (2) мы 
получим, что 


|+2./0|=1, 


следовательно, хх, попЕП и окончательно 1 поп Е И — 1,, что и требо- 
валось доказать. 

Доказательство теоремы Ш. Пусть 2, 60 есть точка, окру- 
женная множеством 0. Выберем тЕЁ, х == 0. Так как множество 0’ окру- 
жает точку нуль конечным сбразом, мы должны иметь |х/0|>0, 
а потому, применяя (3), имеем 


1/[Ч—т,|>- 


что и требовалось доказать. 


$ 2. Топологизация линейного пространства 


Мы будем теперь заниматься различными топологиями, которые 
возможно определить в пространстве Ё. Эти слова «определить некото- 
рую топологию» означают для нас: «определить семейство подмножеств 
пространства Ё, которые уславливаются называть открытыми множе- 
ствами». Открытое множество будет также называться окрестностью 
любой своей точки. 

Мы будем рассматривать в дальнейшем только такие топологии в Ё, 
которые преобразуют Е либо в пространство линейное топологическое, 
либо в локально выпуклое. 

Линейное топологическое пространство [в смысле Колмогорова (°), 
стр. 29] —это такое линейное пространство, в котором семейство откры- 
тых множеств подчинено следующим аксиомам: 

1. Семейство открытых множеств инвариантно по отношению к опе- 
рациям соединения множеств; пересечения множеств в конечном числе; 
переноса множеств; преобразования подобия. 

2. Каковы бы ни были точки х иу-2 2 из Е, существует открытое 
множество (И, для которого ХЕП, упоп ЕП. 

3. Каковы бы ни были точки д и у из Е и окрестность И их суммы 


т--у, всегда существует окрестность Й точки 1 и окрестность У точки 
у такие, что (-УСИ’. 
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4. Каково бы ни было хЕЁ, вещественное число а и окрестность И 


точки ах, существует такая окрестность 0 точки х и такое число 8 > 0, 
что 


МСТ, когда |#—а|< 8. 


Топологию, удовлетворяющую условиям 1—4, я буду называть 
«линейная топология». 

Пространство называется локально выпуклым [в смысле Тихонова (з), 
стр. 768], если, кроме аксиом 1—4, соблюдена аксиома 

5. Каждая окрестность точки х содержит выпуклую окрестность 
точки т. 


Топологию, удовлетворяющую условиям 1—5, я буду называть «вы- 
пуклая топология». 

Пространство Е, обогащенное линейной выпуклой топологией, яв- 
ляется пространством более общей природы, чем пространство линейное 
топологическое (выпуклое) в смысле Нейманна [(*), стр. 4]. Именно, 
аксиома (2) Нейманна: 

Существует последовательность окрестностей нуля („ со свойством 
Р(0,,(,,...)= (0)*, отброшена нами. 

Условия 1—5 не независимы: аксиома 3 вытекает из 4 и 5; мы дока- 
жем на этот счет более точное предложение, именно 

ТЕОРЕМА ПТУ. Для того чтобы топология, определенная в про- 
странстве Е, была выпуклая, необтодимо и достаточно, чтобы семейство 
открытых множеств удовлетворяло аксиомам 1, 2 и, кроме того, каждая 
окрестность нуля, окружающая нуль открытым образом, содержит вы- 
пуклую окрестность нуля. 

Доказательство. Условие необходимо. В самом деле, рассмотрим 
выпуклую топологию в ЕЁ; пусть 0 есть выпуклая окрестность нуля. 
Покажем, что И окружает нуль. Рассмотрим произвольное хЕЁЕ. Вслед- 
ствие аксиомы 4 и того, что 0. х=0, существует окрестность (, точки 

‘ди число 6 >0 со свойством #0,С-И как толькю —6<й <. В част- 
ности, значит, #хЕ0 лишь только |#|< 65. Следовательно, по самому 
определению окружения Й окружает нуль. Покажем, что она окружает 
его открытым образом. Пусть х. ЕП. Вследствие аксиомы 4 множество 
И— 2х, есть окрестность нуля. Согласно только что доказанному, это 
множество окружает нуль, следовательно, (/ окружает х.. Мы видим, что 
И окружает каждую свою точку, а это возможно, применяя теорему 1, 
только для окружений открытым образом. 

Далее, условие достаточно. В самом деле предположим, что оно выпол- 
нено, и выведем из него аксиомы 3 и 4. 

Аксиома 3. Пусть И’ есть окрестность х--у. Тогда И —х—у есть 
окрестность нуля; возьмем за ПИ выпуклую окрестность нуля, содержа- 


1 1 
щуюся в И’—2—у9. Множества 2-5 и У Е И являются  соответ- 


* (0) есть множество, состоящее из одного элемента 0. 
3* 
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О-В 


ственно окрестностями х и У. Так как множество И выпукло, то мы 
имеем 


(ант) + (узи) =з+у+0сИ, 


что и требовалось доказать. 
Аксиома 4. Пусть У — окрестность точки ах, и пусть О, — выпуклая 
окрестность нуля, окружающая нуль, которая содержится в У—ах 


и которая, кроме того, симметрична: И, = —И.,. Последнее обстоя- 
тельство очевидно всегда может быть осуществлено. 
Положим 
1 
Е и |2/0 0 
ВИ ЗА ияе ЖА [2/0 |>0, 
1 , если |2/0.|=0, 
1 
П=——— О. -х. 
Хао 


Пусть теперь #—число между а—8 и а--8. Полагая й=а-е, мы 
имеем —8<=< 5, а потому 


#П =ах-ех-- 0, С ат-- 12-10. 


дык ы Я 
2([а|1 +8) 
Кроме того, выполняется [е2/0.1<81#/0.|=-, если |1[0.,|>0, и 
2/0. =0< 5, если |2[0,|=0, иными словами во всех случаях 


22 6 0 о И окончательно 
АЙ саг 0,40, =а20. СУ, 


что и требовалось доказать. 

Теорема [У теперь полностью доказана. 

Рассмотрим семейство ЕЁ открытых множеств в Е— не обязательно 
всех открытых множеств. Предположим, что это семейство ЕЁ обладает 
свойством, что всякое открытое множеслво в Е может быть получено из 
множеств семейства Ё при помощи операций подобного преобразования, 
переноса, пересечения в конечном числе и соединения множеств. Поря- 
док, в котором перечислены эти операции, играет существенную роль 
(если их применять к множествам из Р в порядке, отличном от этого, то 
может случиться, что мы получим в результате более узкое семейство 
множеств). 


Предположение, которое мы формулировали, означает другими сло- 
вами, что семейство множеств вида 


Р-Р О, А ,), (4) 


где И: ЕР, \; — некоторые вещественные числа, 2. ЕЕ, п=1,2, .. ., состав- 
ляет базу открытых множеств в Ё: каково бы ни было ХЕЕ, каждая 
окрестность точки х содержит окрестность этой точки, представимую 
в виде (4) с соответственно подобранным (1, #,, 2; (пътлийри ам) 
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Семейство Р, удовлетворяющее нашему предположению, будет назы- 
ваться в дальнейшем: приведенное семейство открытых множеств. 

Чтобы определить в Ё топологию, достаточно определить в нем при- 
веденное семейство открытых множеств. Такой способ топологизации 
обеспечивает нам выполнение аксиомы 1. Заметив это обстоятельство, 
перейдем к доказательству следующей теоремы. 

ТЕОРЕМА У. Для того чтобы топология, которую мы вводим 
в пространство Е, была выпуклой, достаточно, чтобы приведенное 
семейство удовлетворяло следующим ‘условиям: каждое множество ПИ 
из приведенного семейства РЁ открытых множеств есть выпуклое окру- 
жение нуля открытым об разом, и, кроме того, пересечение всех множеств 
семейства Е не содержит ни одного бесконечного луча или, что то же 
самое, каждому х ЕЕ, х -- О соответствует некоторое ЦЧЕЕС: |х/И|> 0. 

Доказательство. Прежде всего несколько слов об утверждении: 
«что то же самое». Если множество Р(И,У,...) не содержит ни 
одного бесконечного луча, то оно тем более не содержит ни одного 
луча вида ах (х фиксировано, И = 0, а переменно и а > 0). Итак, каж- 
дому 2 = 0 соответствует а >> 0 и некоторое (ЕР со свойством ах поп ЕО, 


следовательно, |х/П|> - =. 0: 


Если множество Р(И,У,...) содержит бесконечный луч, то тогда 
каждое (ЕЁ содержит этот луч. Обозначим этот луч через [. Мы 
видим, что ( окружает каждую точку Г, бесконечным образом. Пусть 
х,—одна из этих точек. Так как [—2С. 0 —х,, то мы будем иметь 
для ХЕ 1. —|72/ПИ—х,|=0 и, наконец, вследствие формулы (2), 
|7 М [| =0: 

Докажем теперь главную часть теоремы. Именно, мы докажем, `что 
если приведенное семейство удовлетворяет условиям теоремы, то топо- 
логия, которую это приведенное семейство определяет в ЕЁ, удовлетво- 
ряет условиям теоремы ТУ. 

Аксиома 1. Удовлетворена, как мы заметили выше. 

Аксиома 2. Пусть хи у— две различные точки Е. Тогда суще- 
ствует для у—х -> 0 некоторое (ЕР с |у—х/0| > 0. Положим 


ь 1 р 
ИРА ВО] 


имеем хЕТ, упоп ЕТ, что и требовалось доказать. 

Выберем теперь произвольную окрестность нуля. Она содержит 
окрестность нуля, имеющую форму (4). Это—выпуклое множество, 
окружающее нуль открытым образом. Первое очевидно; чтобы сделать 
очевидным второе, надо вспомнить, что 


2/Р(-№0,, .. Ей) |= шах [2/0 |. 
1<1<тп 
Следовательно, когда левая часть равенства равна единице, то из 


этого следует, что одна из величин |2/1,--№0:| равна единице, а по: 
тому хпопЕР (2, 1.01, .-., 2-Е О»). 
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Согласно предшествующему, условия теоремы ГУ выполнены, и, 
стало быть, топология, определенная в Е рассматриваемым приведенным 
семейством, выпукла. 


$ 3. Свойства топологии 


Мы увидим сейчас, что можно легко судить о свойствах выпуклой 
топологии, оперируя лишь © приведенным семейством открытых 
множеств. 

Введем понятие ‘сходимости элементов и понятие ограниченного 
множества. 

Мы будем говорить, что последовательность 2, точек пространства 
Е сходится к точке т, если, какова бы ни была окрестность И точки 
х, начиная с некоторого и = М, все х„ принадлежат 0. 

Множество СС Е называется ограниченным, если, какова бы ни 
была последовательность положительных чисел е„—>0 и последователь- 
ность 2, точек С, выполняется е„х„—>0О [(определение С. Банаха. См. 
(5), стр. 152)]. Для линейного топологического пространства [аксиомы 
1—4, 82] это определение может быть высказано в следующих тер- 
минах: С ограничено, если, какова бы ни была окрестность нуля 
И, существует положительное число а с ССаЙ [определение Нейманна, 
см. (^), стр. 7]. Наконец, когда Е есть, кроме того, локально выпук- 
лое пространство, это определение принимает следующую форму: С 
ограничено, если, какова бы ни была выпуклая окрестность нуля (, 
число |С/0| конечно. Мы обозначаем здесь, как и всюду дальше, 


[С/0|=иа (5) 
ссай 
а > 0: 


Это число — относительная норма множества С или символически «С, 
деленное на О», — может быть определено также и следующей формулой: 


ОСА О (5-53) 


Установив все это, предположим, что в пространстве Е определена 
выпуклая топология при помощи приведенного семейства КЁ, удовле- 
творяющего условиям теоремы У. 

Предположим, кроме того, чтобы упростить формулы, которые будут 
следовать, что каждое множество ПЕР принадлежит Р вместе с обрат- 
ным множеством —П; это сводится к тому, что мы соединяем семейства 
ЕР и —Е. Мы прибегаем к этому дополнительному предположению от- 
того, что оно дает нам возможность представить базу (4) открытых 
множеств, не пользуясь отрицательными #;. 

При этих условиях может быть доказана 
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ТЕОРЕМА У1. Система множеств вида 
аР ((,, О,, рая 0,), (6) 
где ® > Ов0О: ЕЁ (1=1,2,....п), представляет полную систему ок рест- 
ностей нуля, т. е. каждая окрестность нуля содержит множество 
вида (6). 

Доказательство. Произвольно взятая окрестность нуля с необ- 
ходимостью содержит, как мы это заметили выше, окрестность нуля 
вида (4): 

Р (В... 2-0), где й; > 0, 0; ЕР, х,Е Е. 
Рассмотрим величину |Р(0,,...,/„)/Р (2. + №0,,...)|, определенную 
формулами (5). Покажем, что эта величина конечна. В самом деле, 
конечна она или нет, мы можем написать 

|Р(0,,--., О) /Р (ЕО, О „|= 

= тах |Р(0,,..., О») / + №0: | < шах |И,/ № - ВИ, | = 

1<:<п 


1<:<п 


— шах 
фтп 


1 т; 
ут И = 
используя аксиому треугольника, 
1 5; т; х; х; 
а<<т Ну / У, т. я: / НРУ, 
1 [ 1; т: 
= шах — 1+ |-# (2 и]. 
1 << п № и ето, 
Последняя в этой цепи величина явным образом конечна и, следова- 
тельно, 


= 


ПР оао. 
Пусть 0<«<*. Тогда 
аР(0,,...,0(,) СР (=, № О,,. . 2-Е О»), 


что и требовалось доказать. 

Доказанная теорема имеет некоторые следствия, достойные 
упоминания. 

Следствие 4. Для того чтобы х,—>0, необходимо и достаточно, 
чтобы |т„/(|-—0, каково бы ни было (ЕЕ. 

Необходимость очевидна, что же касается достаточности, она выте- 
кает из того факта, что 

|2„/аР(0,,.. „|= шах |2./0|. 
<<» 

Следствие 2. Для того чтобы СС Е было ограничено, необхо- 

димо и достаточно, чтобы |С/0 |< оо, каково бы ни было (ЕЕ. 


В самом деле, надо только прибегнуть к формуле 


|С/аР(0,,...,0„)|=- шах |6/0и.. 
1<:<п 


Предположим теперь, что в пространстве Е определена топология 
при помощи приведенного семейства, которое содержит лишь конечное 
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число выпуклых окружений нуля открытым образом: О, ве, (х 
таких, что множество Р(0,,...,О»т) окружает нуль конечным образом. 

Тогда пространство Е есть нормированное пространство. В самом 
деле, добавим к приведенному семейству множества —И,, —О», -. .› — Ом: 
Новое приведенное семейство удовлетворяет очевидно условиям тео- 
ремы УТ. Применяя следствие 2 этой теоремы, видим, что множество 
Р(0,,—0,,....0О„.—И»т) представляет собой выпуклую и ограничен- 
ную окрестность нуля. Следовательно, вследствие известной теоремы 
Колмогорова [(°), стр. 30], Е есть нормированное пространство. 

Этот факт мы могли бы легко установить и непосредственно, не 
пользуясь теоремой Колмогорова. В качестве нормы элемента х возьмем 
величину 


|2|=|5/Р(0,,-—0,, ..-,Ом— Ом). (7) 


Определенная таким образом норма превращает Ё в нормированное 
пространство. Действительно: так как «знаменатель» в правой части (7) 
окружает нуль конечным образом, мы имеем |х| > 0 для < = 0; так как 
этот «знаменатель» симметричен относительно нуля, |[а2|=|а|. |2]; 
аксиома треугольника всегда верна для относительной нормы (см. 5°, 
$ 1). Наконец, установим эквивалентность топологии по норме (7) и ис- 
ходной топологии пространства Ё, порожденной приведенным семей- 
ством Р. 

Пусть У есть некоторое открытое множество пространства Ё. 
Докажем, что оно будет открытое и в смысле топологии по норме (7). 
Для этого надо доказать, что любую точку х,ЕУ можно окружить 
сферой © (|+—1.|< 5), целиком лежащей в У. Но, согласно теореме УТ, 

х 


существует 6 > 0 такое, что 
РО, Ибо И, 
Это число 8 и есть искомое. В самом деле, по (7) 


© (1—2. < 8) =2-Е8Р (0, —П,,....О„-Ос У. 


х 


Пусть, наоборот, И’ есть множество, открытое в смысле топологий 
(7). Оно будет открытое и в смысле исходной топологии пространства Е, 
потому что каждую точку множества И’ можно окружить некоторой 
сферой © (1—2. |< 5), а всякая такая сфера есть, как мы только что 


видели, множество, открытое в смысле исходной топологии. 

Мы видели в $1, что в пространстве Ё всегда существуют окру- 
жения выпуклые конечные и окружения открытым образом. Взяв 
одно какое-нибудь из них в качестве приведенного семейства, мы пре- 
вратим линейное пространство Е в нормированное пространство. Но 
можно ли утверждать, что это будет пространство типа (В)? [Про- 
странство типа (В) — это пространство нормированное и полное; [см. (*), 
стр. 53]. Оказывается, утверждать этого нельзя. 

Рассмотрим, например, базу Хамеля линейного пространства Е 
и множество К, определенное в$ 1 и представляющее собой выпук- 
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лое окружение нуля в Е открытым и конечным образом. Приведенное 
семейство, состоящее из одного единственного множества А, определяет 
в Е топологию, с которой Е есть нормированное пространство. Так 
как К симметрично по отношению к точке нуль, то можно положить 


|[2|=|5/К|= максимум абсолютных значений (8) 
координат точки х. 


Если рассматриваемая база Хамеля конечна (#«о), иными 
словами, Е имеет конечное число измерений, пространство Е явным 
образом типа (В) с нормой (8). Но если #>о0, пространство Е не 
полно с нормой (8). 

В самом деле, рассмотрим последовательность 


у=4 
где х, (у=1,2,...) являются элементами рассматриваемой базы Хамеля. 


В силу (8) мы имеем [у„—у„+,|= значит, последователь- 


(С 
в? 
ность у„ сходится в себе. Но она не сходящаяся: каково бы ни 
было ЕЕ, среди х,(у=1,2,...) есть элемент т», не участвующий 
в представлении х при помощи 1.. Поэтому для пъь |1 У, | > с 5 
и последовательность у„ не сходится к х. 

Предположим, что приведенное семейство в Е есть исчислимое 
семейство выпуклых окружений нуля открытым образом И; &=1,2,...) 
таких, что Р(0,,...) не содержат ни одного бесконечного луча. Про- 


странство Е есть тогда метрическое пространство. В самом деле, система 
1 
множеств вида >98 (0(.,—0.,....0„,—И»„) есть фундаментальная система 


окрестностей нуля. Она исчислима. Существование подобной системы 
(«первая аксиома счетности» удовлетворена) есть необходимое и доста- 
точное условие того, чтобы пространство Ё было метризуемо, как это 
показал Гаррет Биркхофф [(°), стр. 428]. Итак, Е есть локально 
выпуклое метрическое пространство. Отсюда следует, что оно есть 
пространство В,-метрическое. Под последним мы понимаем, что Е 
удовлетворяет всем аксиомам пространства типа (В,), кроме, может быть, 
свойства быть полным (определение пространства типа (В.) см. в [(°), 
стр. 140)]. 
Докажем это последнее утверждение, не пользуясь теоремой 
Г. Биркхоффа. 
Мы замечаем, прежде всего, что метрическая функция 
оо 
(0, 2) УЕ (9) 
ев + 12/Р(0„,-Ч») 
с дополнительным условием: р(х, у) =р(0, х— у), определяет в Е В,- 
метрику. Докажем, что топология (9) эквивалентна исходной тополо- 
гии пространства ЕЁ, определенной семейством Р. 
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Пусть У есть множество, открытое в смысле исходной топологии 
пространства Е. Докажем, что оно будет открытое и в смысле тополо- 
гии (9). 

Возьмем любое х.ЕУ. Согласно теореме УТ, существует такое 
> 0 и натуральное М, что 


8Р (0, —0.,....Ом›—Ом) СУ — 4. (10) 


Я утверждаю, что 
ДЮ Па 11 
$ (2) < ати) СР Ин) (11) 


В самом деле, из того факта, что р (5, %,) < следует по 


2№ (1+8) * 
формуле (9) 
4 12 —2/Р(0О„, —0,)| 6 


#12 /Р(О», — О») 22419 0% 
2” Ежи РО, 0.) < 2а+8) "мы в 
откуда 
|2—%/Р(0„-О))| —= 6 
1+ | — ж/Р (0, — О») | 4-5 


Прив 2... .Л. 


Но функция монотонно возрастающая, когда 


$ 1 
ЕЕ № +: 
1> —1, а потому из последнего неравенства мы заключаем, что 


аа! Ро сала ан 


Это значит, что —х,ЕЗР(0,,—0,,...,Имк,— Им). 

Соотношение (11), таким образом, доказано. В соединении с (40) 
оно убеждает нас в том, что любую точку множества У можно, не 
выходя из множества У, окружить некоторой окрестностью в смысле 
топологии (9). Итак, множество У открыто и в смысле этой последней. 

Пусть, наоборот, И’ есть множество, открытое в смысле топологии 
(9). Возьмем любую точку 2, ЕЙ’. Существует натуральное № такое, 
что 


вен свдет 


Я утверждаю, что 
1 
то Рот Р(0,,—0,, ... Ом, 
1 
— Он+1,— Ик) © © (р, 2) < я) (12) 
В самом деле, пусть 261, тр (И, с ООО 


#—®/Р(»-0,)< од при п=1,2,...,М, М1, 
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а потому 


со 
1 т-%|Р(0О„,- (0. 
п» ыы ЕЛ 
М-1 р 
г. Знен+ = < н = 
п= мо 2 
Соотношение (12), таким образом, доказано. Оно убеждает нас, 
что каждую точку множества И’ можно, оставаясь в множестве И’, 
окружить некоторой окрестностью в смысле исходной топологии, 
порожденной приведенным семейством Р. Итак, множество И’ открыто 
и в смысле этой последней. 
Эквивалентность обеих топологий теперь полностью установлена. 


Глава 2 
Окружения в линейном топологическом пространстве 


В главе 1 мы рассматривали окружения как аппарат для эффек- 
тивного определения в линейном пространстве топологии. В этой главе 
мы будем рассматривать выпуклые окружения в пространстве с данной 
нам топологией. Таким образом, рассматриваемые нами окружения 
могут и не быть окрестностями, т. е. могут являться «чуждыми» топо- 
логии своего пространства. 

Пространство Е будет в этой главе линейное топологическое. 


$1. Замыкание выпуклого окружения 


Замкнутым множеством мы будем называть такое множество точек 
из Е, дополнение которого открыто. Кроме того, все пространство Ё 
будет замкнутым. 

Отметим некоторые свойства замкнутых множеств. 

Из аксиомы 1 следует, что пересечение замкнутых множеств или же 
соединение их в конечном числе дает снова замкнутое множество. Далее, 
перенос или подобное преобразование не нарушают замкнутости мно- 
жества. Из аксиомы 2 следует, что множество, состоящее из одной 
точки, всегда замкнуто, следовательно, множество, состоящее из конеч- 
ного числа точек, замкнуто. Пользуясь линейностью топологии, можно 
доказать, что множество С не может быть одновременно и замкнутым 
и открытым, если С не пустое и не совпадает со всем пространством Ё. 

Пусть СС Е любое множество точек. Рассмотрим множество 


С=Р(..., К, ...), СС Е, ЕР замкнуто. (1) 


Множество С называется замыканием множества С. Легко видеть, 
что замыкание С есть наименьшее замкнутое множество, содержащее С. 

Далее будем называть точкой прикосновения множества С точку 
2. ЕЕ, обладающую свойством: в любой окрестности точки х, есть точки 
множества С. 
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Замыкание (С может быть теперь вторично определено как множество 
точек прикосновения С. Легко доказать, что это второе определение 
эквивалентно первому. 

Мы имеем в виду установить некоторые факты, относящиеся к замы- 
каниям окружений. Заметим, что для линейного топологического про- 
странства остается верным обстоятельство, установленное нами для 
локально выпуклого пространства в главе 1 при доказательстве 
теоремы ТУ: выпуклая окрестность нуля окружает нуль открытым обра- 
зом. Доказательство, данное в главе 1, остается в силе. 

Вспомним обозначение (5) главы 1. Если 0 есть некоторое выпук- 
лое окружение нуля, отличное от всего пространства Ё, то легко можно 
увидеть, что |И/И|=1. С другой стороны |Е/Е|=0. Докажем теперь 
следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 1. Если ИП —выпуклая окрестность нуля в Е, отличная 
от всего пространства, то 


[9/0 |=1. (2) 


Доказательство. Так как (СИ, то|0/0|>|0/0|=1. Для 
того чтобы доказать теорему, остается показать, что для любой точки 


2.60 выполняется |5,/0|=< 1. Предположим, что точка х, обладает 
свойством 


12/0 |=1+8, —8>0. (3) 


Множество х,—00/ есть окрестность точки х,. Возьмем любое 
хех, —50/ и оценим снизу |2/(|. Мы имеем по аксиоме треугольника 


15/07 | > 2/9 |— |2, —2/0 |. (3) 


Но вследствие нашего выбора точки х имеем х, —хЕМ). Так как 
507 окружает нуль открытым образом, то |х,—х/0 |< 8. Вследствие (3) 
мы можем теперь усилить неравенство (4) 


15/0 | > (1-8) —8, 


откуда следует, что хпопЕП. Итак, в множестве х,—5[7 нет точек (/. 
Точка х, не является, таким образом, точкой прикосновения (/. Следо- 
вательно, 2, повЕЙ, и формула (2) доказана. 

Из теоремы 1 непосредственно следует 

Замечание 1. Если / —выпуклая окрестность нуля, то 


П=6(20|< 1). 


Доказательство. В том случае, когда в качестве (7 взято все 


Е, замечание тривиально. Пусть теперь ( отличается от Е. Из теоремы 1 
вытекает, что ь 


Пс @(1=/0 |< 4). 
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Но любая точка д, с| 5/0 | < 1 есть точка прикосновения для мно- 
жества йт,, О < =<1, как это немедленно следует из аксиомы 4, $ 2, 
а потому 

© (12/0 |< С 0, 
х 


и наше замечание доказано. 

Предположим, что в Е определен функционал } (1). Этот функционал 
называется непрерывным, если для любых вещественных а4иб, а<, 
множество 6 (а<]1(х) <6) (прообраз интервала а<{<6) или 


открыто или пусто. 

Сумма и произведение двух непрерывных функционалов есть, как 
нетрудно доказать, снова непрерывный функционал. 

Из непрерывности }(5) следует, что т,„->х влечет }(5)->}(2), но 
надо полагать, что обратное не всегда имеет место. 

Функционал аддитивный, т. е. такой, для которого }(%-+ у) = 
=} (5) (у), каковы бы ни были х, УЕЁ, и непрерывный называется 
линейным. 

Замечание 2. Если ( — выпуклая окрестность нуля, то функцио- 
нал |1/0 | непрерывен. 

Доказательство. Еслиа < 0иф-=< 0, то © (а<|1/0 | < 6) пусто. 

х 


Если а<0, но 6 > 0, то 
Ф (а<|2/0 |< 5) =6 (1310 |<9)=60. 
х х 


Остается рассмотреть случай, когда 0 «а. Тогда 
Фа < 121 <9=Р(6 (12101 < 5, 6 #1 4))= 
=Р(Ы, $ 2/0 |> а). 
Докажем, что © (1/0 | > а) открыто. Но это множество имеет допол- 


нением Е: 
© ео = 1) =ай 


х 
(согласно замечанию 41), а последнее множество замкнуто. Следова- 
тельно, само ©(|52/(|>а) открыто, а вместе с ним открыто и 
х 


@ (|а< |#/0 | < 6). Замечание 2 доказано. 
ц Перед тем как итти дальше, нам необходимо ввести новое понятие. 
Говорят, что множество С С: Е «плотно» в множестве И С- Е, если 0 С- С. 
Далее С «гезде плотно в Ё», если С=Е. С нигде не плотно, если оно 
не плотно ни в каком открытом множестве. 

Говорят, что пространство Е 1 категории, если оно есть соединение 
последовательности нигде не плотных множств С„ (п=1,2,...). 

В противном случае Е И категории. 

Все эти термины общеприняты. Отметим, что, например, всякое 
полное метрическое пространство —П категории [см. например (“), 
стр. 14]. 


160 Ю. Ф. СИРВИНТ 


Докажем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА П. Если Ер— линейное топологическое пространство 
ПИ категории, а (0 —выпуклое окружение нуля открытым образом, то 
возможно лишь два случая: либо |0/0 |= со, либо И открыто. 

Доказательство. Предположим, что 


10/0 |< оо, (5) 
и докажем, что 7 открыто. 


Возьмем любую точку х,Е0И и установим, что существует окрест- 
ность нуля У, со свойством 


У. СО. (6) 
Итак, пусть хх 60. Положим 
И—*=0.. (7) 


Согласно теореме П главы 1, И, окружает нуль открытым образом. 
Оценим |И,/.,|. Мы имеем, во-первых, 
Не 
откуда ео .й 
19/0. [=10 —=4/0 о = И — я, |-+|1-=/0 —2.|. 
Применяя формулу (3) главы 1 к величине |(//—х,|, мы получим 


= ии 


Мы видим теперь, что величина | (/,/0,|=г. есть величина конечная. 
Далее, имеет место соотношение 
о (оО у ола. 
В самом деле, каково бы ни было хЕЁ, соотношение хЕпИ., выпол- 
няется, лишь только п >> | 2/0. |. 


Так как Е П категории, то должно существовать такое открытое 
множество У и натуральное число п,, что 


Иен 
Пусть 5, — некоторая точка из открытого множества У. Множество 
У—х, будет окрестностью нуля. Обозначим его через У,. Мы имеем 
У, =У—х Сп. —&,, 
откуда 
| У, /Оо| = | п, — 11/0. | = п, -+|—2„/0 | <”, 
где г, — некоторое конечное положительное число. Из последнего нера- 


венства следует, что 
У: 2 т:Оь 


| 
или, обозначая через У, множество ра 
1 


ее ИС 


Но У, есть некоторая окрестность нуля. Согласно (7) мы можем 
написать 


1) 


У. СО —2, 
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а это есть не что иное, как соотношение (6), доказывающее, ввиду про- 
извольности точки т, ЕП, что 0 — открытое множество. Теорема доказана. 

Эта важная теорема позволяет выяснить природу выпуклых окружений 
в линейных тополо гических пространствах |] категории. Итак, во всех 
дальнейших теоремах настоящей главы Е обозначает линейное тополо- 
гическое пространство П категории. 

ТЕОРЕМА Ш. В пространстве Е всякое выпуклое окружение нуля 
И плотно в некоторой выпуклой окрестности нуля У, причем 


И=У. (8) 


Доказательство. Вследствие ИС-И мы видим, что Й есть 
окружение нуля. Из линейности топологии, определенной в Е, следует, 


что 0 выпукло вместе с И [см. (*), стр. 10]. Введем теперь множество 


У =6 (12/0 |< 1). (9) 


Это есть выпуклое окружение нуля открытым образом. Далее, легко 
видеть, что 


[2/У |=| 5/0 |. (10) 


Из формулы (9) вытекает, что УС 0, а, следовательно, и УСО. 
Чтобы доказать (8), достаточно рассмотреть только те точки Й, для 
которых |2/(|=1. Для всякой такой точки |х/У|=1, а потому такая 
точка является точкой прикосновения для множества точек йхе0< 


<< 1 и значит хЕУ. Формула (8), таким образом, установлена. 
Равенство (10) дает нам теперь, что 


ПЕТРА о бя о 

Применяя теорему 11, мы видим, что У открыто. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА ТУ. Если в пространстве Е существует выпуклое и огра- 
ниченное окружение, то Е нормируемо. 

Доказательство. Пусть (Г — выпуклое и ограниченное окру- 
жение в Ё. 

Можно предполагать, что (И есть окружение нуля, потому что мы 
можем всегда добиться этого путем переноса множества 0, что не нару- 
шит ни выпуклости его, ни ограниченности. Вместе с 0 будет ограни- 


ченной и (/ [доказательство см., например, в (*), стр. 9]. Согласно 


теореме ПТ существует выпуклая окрестность нуля ИСИ =У. Следо- 
вательно, Г ограничено. Но тогда, по уже цитированной теореме Кол- 
могорова из ($), стр. 30, Е есть нормированное пространство. 

Таким образом, за счет требования, чтобы Е было П категории, 
мы получили существенное усиление этой теоремы Колмогорова. 

Как мы видели, в любом линейном пространстве существует конеч- 
ное выпуклое окружение нуля. В пространстве ненормируемом и 
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|| категории такое конечное выпуклое окружение будет обязательно 
неограниченным. С другой стороны, легко видеть, что в линейном 
топологическом пространстве из ограниченности выпуклого окружения 
следует его конечность. 

Итак, понятие «конечного окружения нуля» существенно шире, 
нежели понятие ограниченного окружения нуля. Мы увидим в даль- 
нейшем, что в ненормируемом пространстве может существовать даже 
конечная, т. е. окружающая нуль конечным образом, выпуклая окрест- 
ность нуля (это не следует непосредственно из теоремы ПТ, потому 
что замыкание конечного выпуклого окружения в линейном топологи- 
ческом пространстве отнюдь не всегда конечное выпуклое окружение). 
Итак, понятие конечной окрестности существенно шире понятия огра- 
ниченной окрестности. 

Введем теперь один новый термин: мы будем говорить, что линейное 
топологическое пространство Е нигде не выпукло, если единственное 
выпуклое открытое множество в Е есть все пространство Е. 

Утверждение, что данное пространство Ё нигде не выпукло, экви- 
валентно утверждению, что в Ё не существует линейного функционала, 
отличного от тождественного нуля. Сейчас я не буду останавливаться 
на доказательстве этого. 

ТЕОРЕМА У. В нигде не выпуклом пространстве Е всякое выпуклое 
окружение везде плотно. 

Доказательство. Пусть '/ —выпуклое окружение нуля в РЁ. 
Согласно теореме ПП, существует выпуклая окрестность нуля У такая, 


что 0 =У. По определению нигде не выпуклого пространства, заклю- 


чаем, что У=Еи (= Е, что и требовалось доказать. 

Из этой теоремы виден и тот факт, что замыкание конечного окру- 
жения может не быть конечным. Примером является любое конечное 
выпуклое окружение в нигде не выпуклом пространстве 11 категории. 

ТЕОРЕМА У!1. Пусть Е нигде не выпукло, и | (х) есть дист рибутавный 
функционал* в Е, не равный тождественно нулю. Тогда | (1) принимает 
в любой окрестности любой точки значения, сколь угодно близкие 
к любому числу. 

Доказательство. Пусть 5. ЕЁ таково, что |(х.) =2 0. 

Надо доказать, что множество 


$ (1/9 —щ|< 9 


везде плотно в Ё, каковы бы ни были числа аи = > 0. Но это мно- 
жество есть, как легко видеть, выпуклое окружение точки х, = 


а 
= а) Для которой } (х,) =а. 


По теореме У, рассматриваемое множество везде плотно, что и тре- 
бовалось доказать. 


* Так называют функциовал, удовлетворяющий 
Е условию } (ах-- Ву) =а} (х) + Ь } 
каковы бы ни были вещественные числа а, В и элементы пространства ый } 7% 
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$ 2. Конкретные примеры: пространства ©, {?, 12. 


В этом параграфе мы укажем некоторые метрические пространства, 
где могут быть применены предшествующие теоремы. 

Пространство 5. Рассмотрим пространство 5 измеримых функций 
2(1, где О<{=<1 с обычной метрикой — см. ('), стр. 9. Именно, мы 
полагаем р (5—9) =р(5— у, 0) и 

1 


2 (2) (И 
0) =\ тт. 
5 

Пространство 5 есть пространство типа (ЁР) [см. (*), стр. 35]. Схо- 
димость элементов 5 есть сходимость измеримых функций по мере 
[(°), стр. 10]. Но пространство типа (ЁР) есть, как нетрудно показать, 
линейное топологическое пространство П категории [см., например, 
Д. Хайерс (°), стр. 79]. Кроме того, пространство 5 нигде не выпуклое. 
Это следует из того, что в нем нет отличного от нуля линейного 
функционала [(*), стр. 234], но мы сейчас докажем это непосредственно. 

Предположим, что ИС 5 есть выпуклая окрестность нуля в 5. 
Докажем, что И=5 или, иными словами, что относительная норма 
15/0 |=0 тождественно в 5. 

Возьмем любое хЕ5, х=т(}). 

Введем функции хь (1: 

до-| аи (11) 


О вне этого интервала. 


1 
Мы имеем +=-. (21 +2. -+.:.-- 2”). Следовательно, 


ТИС ИИ НО < | 8МИ |, (12) 


где №, обозначает то значение индекса №, которое доставляет, при фик- 
сированном п, максимум величине |2/0 |, когда К =1,2,...,п. 
Пусть теперь п > со. Тогда 24, -—>0. В самом деле, мера © (2% (1) = 0) 
{ 


1 
равна — и, значит, 2+, (Е) —0 по мере. 
Вследствие непрерывности относительной нормы с открытым «знаме- 
нателем» (замечание 2 к теореме [| главы 2) мы заключаем теперь, что 
[2/0 |-—0, и неравенство (12) дает нам |2/0/ |=0, что и требовалось 


доказать. 
Пространства [7 и ГР. Рассмотрим теперь пространство {7 последова- 


тельностей вещественных чисел т=(&,Ё,,....), суммируемых с р-й 
степенью, 


У 55, 
п=1 


4 Известия АН, Серия математическая, № 3 
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и пространство ГР функций 2(, 0<1=<1, р-я степень которых 
суммируема, 


=? @ < ®. 


Сложение элементов и умножение элемента на вещественное число 
определяем естественным образом. Кроме того, в пространстве [7 мы 
условимся не различать между собой функций, отличающихся друг 
от друга на множестве значений { меры нуль. 

Введем в этих пространствах метрику, положив р (5, у) =р (2— у, 0), 
и далее, в пространстве 


р(х, 0) = > [1% |”, (13) 
и в пространстве ГР 
(в, 0) = \ [= (0) |4. (14) 


0 


Если р> 1, то пространства [7 и ГР, таким образом топологизи- 
рованные, являются, как хорошо известно, пространствами типа (В), 
Е 
причем принимают |х| = ИР (х, 0) [см. (2), стр. 12]. 
Если же О<%р<1, то эти пространства будут типа (ЁР). В самом 


деле, аксиома треугольника для метрических функций (13) и (14) сразу 
следует из того, что при < р< 1 


[Тао]? = |а| Р-Р. 


Далее, для метрических функций (13) и (14) мы имеем 
р (ах, 0) = |а]Рр (5, 0), 


откуда следует выполнение двух других аксиом пространства типа (Р): 


если е„— вещественные числа, е„—0, ахЕе! или ГР, то р(е„х, 0) = 
—=|е„|Рр(х, 0) —> 0; если х„Ет? или ГР, х,„—>0, а # — вещественное число, 
то р(й т», 0) =|# Рр(х„, 0) >0. 

Наконец, доказательство полноты пространств {7 и [2, проводимое 
обычно для р>1 [см. например, ("°), стр. 84], может быть перенесено 
без изменений и на рассматриваемый нами случай. 

Итак, пространство [7 с метрикой (13) и Г? с метрикой (14) — это 
пространства типа (Р). Следовательно, они линейные топологические 
П категории. Отметим кстати, что они локально ограниченные, т. е. 
содержат ограниченные открытые множества, например, © (5 (х, 0) < 1). 

х 


Пространство Г(0<р-<1) не локально выпукло. Доказательство 
этого может быть проведено вполне аналогично тихоновскому доказа- 
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т 
тельству того, что [? не локально выпукло [(°), стр. 768]. Что касается 
пространства Г/7(0<р< 1), то оно не только не локально выпукло, 
но даже нигде не выпукло. Докажем это. 

Пусть О — выпуклая окрестность нуля в ГР. Докажем, что относи- 
тельная норма |5/0|=0 тождественно в Г. Согласно замечанию 2, 
функционал |х/(| непрерывен. Так как множество М измеримых функ- 
ций 2 (1), ограниченных на интервале (0,1), плотно в ГР, то достаточно 
доказать, что |5/0 | =0 для ХЕМ. 

Итак, пусть хЕМ, т. е. 

|2(|=А (0<:<1). (15) 
Введем функции 2% (1) при помощи формул (14). Так же как и раньше, 
мы будем иметь 
1/0 [<= 190 |, (16) 
причем число Ё„ определено для любого п=1,2,... и 1< А, < п. 
Докажем, что т, —>0 при п-—> ©. 
Согласно (14) и (11) 


{ ®. 
р (2, 0) = \ [28 (И Р@= \ 175 (#) | ?аё = 
| :. 


< [согласно (15)] = п?А?Р \ @= : 


№1 
п 


Мы видим, что р (7% › 0) —0 при п -—> со. Непрерывность относительной 


нормы убеждает нас, что |2” /0|->0. Наконец, неравенство (16) влечет 
п 


теперь |х/П0 |=0, что и требовалось доказать. 

Отсюда, между прочим, непосредственно следует, что в пространстве 
[7, так же, какив 5, нет линейного функционала, отличного от тождествен- 
ного нуля. Более того, всякий дистрибутивный функционал в этих про- 
странствах, отличный от нуля, ведет себя в окрестности любой точки так, 
как функция комплексного переменного ведет себя в окрестности своей 
существенно особой точки (теорема УП. 

Установив, что Г? нигде не выпукло, мы полностью разрешили 
вопрос о выпуклых открытых множествах в пространстве Г.Р. Обращаясь 
с этим же вопросом к рассмотрению пространства !, мы вспомним, 
во-первых, что выпуклых и ограниченных окрестностей мы в нем 
неё найдем, хотя невыпуклые ограниченные окрестности в нем имеются. 
Однако в этом пространстве существуют выпуклые и конечные окрестности, 
т. е. окружающие любую свою точку конечным образом. В качестве 
примера можно взять множество точек х = (,, &,,...) из 7, обладающих 


свойством 
шах |5, |< 1, 
т 


Прежде всего очевидно, что множество И’, определенное таким обра- 
4* 
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зом, есть выпуклое окружение нуля в [? открытым образом. В самом 


деле, мы имеем для любого х= (,, &,...) Е 
Е (17) 


Докажем, что 


И=$Ф(:/И|=< 1. (18) 
х 
Очевидно достаточно доказать, что И С @ (|5/И' |< 1). Итак, пусть 


И. .) ЕЙ’. Пространство [? метрическое, а потому т, как точка 
прикосновения И’, есть предел сходящейся последовательности точек 
7, = (Ев, т...) ЕЙ’. По определению И’ 
Вы < (и 4,.). 
Очевидно далее, что из х„-»х следует 
и„—ё при в-+ < (=14,2,...). 

Итак, |&#|<4 (=4,2,...) и, согласно (17), |2/И’| < 1; формула 
(18) установлена. Из (18) вытекает, что |И’/И| =1. Применяя тео- 
рему Пк И’, мы убеждаемся, что И’ открыто. Наконец, формула (17) дока- 


зывает, что выпуклая окрестность нуля И’ конечна. 
На этом мы закончим изучение окружений. 


ПРИМЕЧАНИЯ К ЧАСТИ ПЕРВОЙ 
Глава 2 


$ 1. Теорему, эквивалентную теореме ПТ, доказал для пространств 
типа (В) И. М. Гельфанд [см. ("'), замечание на стр. 241]. 

$2. Тот факт, что понятие конечного открытого множества сущест- 
венно шире понятия ограниченного открытого множества, наталкивает 
на мысль ввести понятие локально конечного пространства. 

Будем называть множество точек И линейного топологического 


пространства ЕЁ конечным относительно нуля, если для любого 
ЕЕ, х-= 0, существует а > 0 такое, что й > а влечет АхпопЕЙ. Так 


понятие «конечности» распространено на невыпуклые множества. 

Пространство Е называется локально конечным, если в нем есть 
окрестность нуля О, конечная относительно нуля. Тогда и любая 
окрестность нуля У содержит окрестность нуля, конечную относительно 
нуля, именно Р(И, Г). 

Для локально конечного линейного топологического пространства 
выполнена аксиома 2 Нейманна из (*), о которой мы говорили выше. 
Поэтому такое пространство есть линейное топологическое пространство 
в смысле Нейманна. 

Пространства 5 и $ не локально конечны. 

Пусть Г’ — пересечение всех пространств {7 (р> 0), т. е. множество 
числовых последовательностей х= ($,, &,,...), для каждой из которых 


12|, = МИ В < ®, 
+= 
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каково бы ни было п=1,2,... Метризуем пространство {[° при помощи 
метрической функции 


со 
ЕЕ 
(2) = Уже, - 
п=1 


Тогда пространство Г есть пространство типа (Р), которое локально 
конечно, не локально выпукло, не локально ограничено и в котором 
существует конечная выпуклая окрестность нуля, например, 


И = 6 (пах || < 1). 


Идея метризации пространств [7 и № при О<р<1 с помощью 
формул (13) и (14), сразу обеспечивающих в этом случае аксиому тре- 
угольника и все остальные аксиомы пространства типа (№), принадлежит 
Л. В. Канторовичу. 

Поступило 
18 И 1941 
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0. ДВУТХМТ. СОМУЕХ ЗЕТЗ АМО ММЕАВ ЕОМСТГОМАТ$ ТХ АХ АВУТВАСТ 
ЗРАСЕ. РАВТ Г. СОМУЕХ ЗЕТУ 


ВОММАВУ 


'ТЬ15 рарег 1з Ч1у1ае4 т &\о рагёз. ш Ме Игз6 раг6 риБПзВей Веге 
\е ва зву зоте сеотейса! ргорегйез о! ап аЪз(гасф зрасе, у17. 
Ъе ргорегйез о{ Фе сопуех «зиггоииЯ 1» (зее Бе]о\) т а Ппеаг апа 
а Ппеаг ф0оро!ос1са] зрасе. Тве Гасёз зфайе4 Беге м Нп@ Шел аррПеа- 
Ноп ш Те зесоп рагё шт Ше 41зсизз10п о Фе Ппеаг Гапсйопа!8 т 
а Ппеаг {0ро10о51са| зрасе. Те гезаМз оЁ 113 раг6 оЁ Ме \могК аге 
раБзед \ИВоць ргооуез т С. В. Аса4. 51. ЧВ$$, ХХУГ, № 2 (1940). 
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БЕНИН пи от 
Теги!п0102у ап пофай 013 


Е за Ппеаг зрасе [зее (*), р. 26]. 
Тье $пегзес Чоп о{ зеёз (,У,... тош Е 13 4епиеа Бу 
РО. У 
ТЬе зе\-\Ъвоге са] «зат» ОГ зез 13 саЙе 1\Ве апсйоп оГ зе. 
И ЕЕ, а--0 1з а геа\ пишег ап4 ОСЕ Ме 
И =6(а=т-1; 260), 


х 


ай =о (&=а2: © 60). 


Тре \тапз{огта\ от у=х-х, ап у=ах о! Фе зрасе Е т Изе| аге 
саЙе@ Фе 1гапайоп о! Е ап4 \е Бото\Мейс. 


Сварфег 1 
Сопуех ф0ро1021за оп оЁГ а Ипеаг зраее 
$ 1. Сепега1 фВеогешз аБоцё зиггоип 41188 


У!е <ВаЙ зау Тара зе (СЕ 13 а зиггоип те оЁ Ве е]етеп 2его 
11 Е И 10г еуегу хЕЁЕ а роз1\муе пишЪег а сап Бе сЪозеп ш а шап- 
пег засв а # > а парПез хЕЛО. А зе О \уШ Те саПе4 а затгоипдатя 
о 2 ЕЁ И И—х, 1 а ваггочп@1тя оГ 2его. а 

У\е зпВаП а1з0 зау И 0 13 а зиточпашя о{ х, {Вар О зиггоци@$ х, 
ог \Таф <, 13 зиггоипаеа Бу Фе зе (И. Тье зтеа\ез6 1о\уег роши@ о! 
\\е пишегз а ш \е афоуе дей оп \Ш Бе 4епоеа Бу |х/0| апа 
\Ш Бе саПе4 а ге]аймуе погш о х. 

Тре заггоип41т 0 2его И ешё сопуех, фе 1оПомше ргорегаез 
оГ Те ге]амуе погш аге ппте1а(е [зее (°), р. 18] 

12° 0=|:/0]< о; 2” [5/0 |< 1 нарцез 60: 70 парноз 
х поп ЕП; 3° [а2/6И|=--|2/0] И-> >0; 4 [2/Р(0,У)|= 


= тах (12/0 |, |2/У]}; 5° [+ у/0| < [2/0 |-Н|У/0 |. 

НП, шогеоуег |х/И |=1 парез хпопЕ0О еп, ме зау, (И заггойпаз 
7его т ап ореп таппег. И |х/0|=0 пиорИез х=0 \№еп И заггопиаз хего 
т а ПлЦе шаппег. Тре \мог@з: «О заггоци@з х, 1 ап ореп (Йпие) шап- 
пег» \Ш з10НМу Вар О —х, заггоцп@з 2его ш ап ореп (ЙпЦе) таппег. 

Тье сопуех зе{1з УВ1еВ зиггоип@ 2его ш ап ореп ап ЙпЦе таппег 
ех136 ш апу Ппеаг зрасе. 

ГЕММА. Ге 0 6е а сопоех зе фе зиттоип4 йе @етепь зего 
а; тей аз х.. Тйеп, аепойпе ог ап атфитагу ЕЕ 


[2/0 —+,|=\Ъ, 
фе Рае 
[21/0 |= 
апа итЛег 
[20| 12/0] 
Те» ЛИ А ло ЕЕ дара, олриО 


Тьз 1еттла епаез из 40 ргоуе Фе ГоПо\ше \Меогетз. 
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ТНЕОВЕМ 1. Ге 0 фе а сопоех зиггоипате о{ 2ето. Треп а песезвагу 
апа зи]рстепё сопайлоп ог х, Ве зитгоипае4 Фу И #8 |%/0|< 1. 

ТНЕОВЕМ ИП. Гра сопоех 5её И зиггоипаз опе о} #5 роз т ап 
ореп таппег еп И зиттоипаз есегу 11$ рот ат ап ореп таппег. 

ТНЕОВЕМ 11. 1} а сопоех зеё И зиттоипаз опе о} из рой; т 
а Ппие таппег Шеп 0 зиттоип4; т а Ппие таппег есегу ротё чей 
45$ зиггоипае4 69 0. 


$ 2. Торо] 0515 аё1от 

Тье \ог4з «а {оро]осу 15 аейтед ш Е» з1епМу \№аё а Г!ашПу 9 
зиЬ5е{з, уВ1сЬ аге саЙе@ «орет зе1з», 15 4еЙйпед ш Е. Ап ореп зе 13 
а]з0 а пезоВБочгВоой о апу Из рок. 

А 10ро1обу 13 саПе «сопуех» И Е 1за 10осаЙу сопуех зрасе [зее 
(°), р. 768] мив Из юро]обу. 

ТНЕОВЕМ ТУ. Гп от4ег йа1 а 1ороюо5у т Е Фе сопоех И 15 песез- 
5агу апа зиаетр фи 

1” Ме фатИу о] ореп $е ве атоамат тий гезресё 10 Ше орега- 
015 0] Гипсиоп; ищетзесноп т рппие питбег; атапЯяаиоп; ротойейс. 

2? ‘уйепесег ате 1%0 роз т ап4 у-тх о} Е !Шеге е$1$ ап ореп 
5её 0 зисй апаз тЕ0, упопЕЦ. 

3° евегу павифоитйоо4 0} 2ето сотфалт$ а сопоех пеейфоитйоо4 о} 
2ето фаер зиттоипа$ зего ап ап ореп таппег. 

№\ сопз14ег а зи Машу Е о{ ореп зе ш Е. У№е зВаП зау, Ё Бе 
а гедисед Гаш у о{ ореп зез И еасв ореп зе ш Е шау Ъе оШашед 
ргосее4тс от Ще 1ашПу РЕ Ъу шеапз о орегамМопз: вошоейс, 
{гапз1амоп, ицегзесмоп ш ЙоЦе пишЬег ап дпеовоп. 

ТНЕОВЕМ У. Гп отаег йа а 1ороюёу т Е Фе сопоех и 15 $и|- 
Пеёепё ава! те гсаисе4 юатйу Е запз}у йе роПоилтв сопайтопз: еоегу 
521 (ЕЕ 1$ а сопоех зиттоипйте о] зего ап ап ореп таппег ап4 6ез4е$ 
10 еасй ХЕЕ, х-0, сотгезропа; ап (ЕЕ жий |х/0|> 0. 


$ 3. Тве форо1оз1са]1 ргорег%1ез 

Тре по{100$ 0 сопуегоепсе оЁ ро1п{з ап@ оЁ Бочп@пезз оГ зе\з аге 
ипаегз{оо4 Веге т ап ог@1пагу зепзе [зее (*) ап@ (°)]. 

А зеё О ешо а сопуех заггоипд тя 0{ 2его ап СС Ё, ме 4епое 

ор. СО О. 
ТЬ15 патБег тау Бе де те@ а]з0 о\пег\1зе, пате]у 
14] =Г а. 0.2/0 ЕВ. 

ТНЕОВЕМ У1. {её Е Фе а тедшжед ратИу о} орет $618 ей 
заизнез Фе соп@ёиопз 0} Тйеогет У ап тотеосег зисй айай а зе И 
айтау$ 6е0опвз 10 Е повейет т йр—И. Тьет еасй певйфоитроо4 о] 
зего сотагтз а пеейфоигйоо4 о} 11е рютт 

аР(Луса, 507, 
чрете а > 0, (;ЕЁЕ (1=1,..,п. 
Сого!1агу 1. Еог 1„-—0 Й 13 песеззагу апа зи раем 
[2„/0|-—0, ийеперег Ц ЕР. 
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Сого\1ату 2. Рог ССЁЕ %е боип4е4 И 18 песеззагу апа зиапает 

|С/Ц| <<, йепеег (ЕК. 

[| 1е тедисеа {атйу Е тот Т№еогет У 18 рпие Шеп Е 15 а погте4 
расе. [| Е 4$ епитегаМе, Е #5 а Ву-тейче зрасе [ее (“), р. 140]. 


СЛарбег 2 
Сопуех зиггоци@ 2$ м а фюроюб1ем зрасе 


10 (3 фарег Ё Чето{е а Шпеаг (оро1оз1са! расе [(“), р. 29]. И 
ССЕ еп С 13 Ше с10заге о! С 


$ 4. Те с1овиге оЁ{ а сопуех зиггоип 18 


ТНЕОВЕМ 1. Г/О 15 а сопосх певйфоитйоо@ о] зето фей а [ег 
гот те ®пое зрасе Е Шеп [И /И|=14. 
1 13 за, Ше зрасе Е 13 о! \\е 1-36 са(Ъесогу И Ё 15 аемуеЯ гот 


Фе ушсйоп оГа зедчетсе оЁ зе18 С„(п=1,2,...) \В16В аге пожеге 
Чепзе ш Е. 


ш Ше соп!тагу сазе Ё 1$ о! Фе 2-4 саШФесогу. 

ТНЕОВЕМ 11. Ге Е фе а Ппеаг аороовсай расе ор Ш\е 2-4 
са есогу апа И а сопсех зиттоипётв о| зето ат ап ореп таппег. Тйеп 
еййег |П/И |= оо ог И 18 ореп. 

ТНЕОВЕМ ПГ. 7п Ше зрасе Е о| \1е 2-4 саевогу есегу сопоех 
зигтоипате И о] 2ето 15 Чепяе ат а сейат песйфоитвооа У оф зего 
ап4 тотеоъег 

у; 

ТНЕОВЕМ ТУ. [| та зрасе Е о} Ше 2-4 сашевоту еге ©1818 а 
сопрех фоип4е4 зиттоип@те еп Е 15 а погтеа зрасе. 

Ре! 1п161оп. У зВаП зау, \№е зрасе Е 13 помЪеге сопуех, И Из 
ип1е сопуех ореп зеф 13 Фе ууво]е зрасе ЕЁ. 

Тре Гась \Фаб а зрасе Ё 15 помПеге сопуех 15 еслиуа]ейь 10 фе 
абзепсе оЁ Ипеаг Рапсйопа]з \ураев ЧИРег {гот 14епйса1 2его т Е. 

ТНЕОВЕМ У. /п а пофйеге сопоех зрасе Е о] 1е 2-4 саевогу 
апу сопъех зиттоип@тв 15 есегуйеге 4епзе. 

ТНЕОВЕМ У1. [её Е фе по%йеге сопоех 0] Ше 2-4 саёйевогу апа 
1е1 }(х) 6е а @зифииое рипепопи” т Е фишер @Нег$ тот Ше 4еп- 


Исай зето. Тфеп ](2) ат апу певЙФоитрооа о} апу ропё дакез йе 
оа1иез умей ате атфатат у пеаг 10 еасй питфег. 


$ 2. Сопсгеце ехашр|ез 


Тре зрасез 5, ГР, [7 [зее (*), рр. 9, 12] миь О<р< Е аге оё буре 
(ЕР), Вепсе \Феу аге Ппеаг 10ро!051са\ зрасез оЁ \\е 2-4 саФесогу [(°), 
р. 79]. Могеоуег, 5 ап@ Г/Р аге по\жПеге сопуех. Те зрасе {? 13 по 
1осаПу сопуех, Биё ш 15 зрасе 1Веге ех!36 сопуех пе йог о04$ 9 
2его \1еВ зиаггойпЯ 2его ш а ИпЦе шаппег. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГЬЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ БЕ [08В$$ 


Серия математическая 6 (1942), 171—188 5еме татетайаие 
Ю. С. ОЧАН 
НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ СЕМЕЙСТВ 
МНОозКЕСТв 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В $ Ти 2 исследуются общие положения теории эквивалентности в 
смысле 57рИга]о (1) семейств множеств в абстрактных пространствах. В $3 
исследуется вопрос о неэквивалентности различных классов В-множеств. 


$ 1. Вирничи семейства множеств. Функция взаимоположения и ее 
приложения 


Два семейства множеств {А} и (В,} (индексы & и Ё пробегают для 
обоих семейств одно и то же множество А), расположенные соответ- 
ственно в пространствах Е, и Ё,, называются эквивалентными, если 
пространство ЕЁ, может быть преобразовано в Ё, взаимнооднозначно 
так, чтобы семейство {А;} перешло в семейство {В,} [5ерИга]л (')]. 

От взаимнооднозначного отображения, о котором здесь идет речь, 
не требуется никаких свойств непрерывности, измеримости и т. п. 
Таким образом, само понятие эквивалентности двух семейств множесте 
принадлежит к чистой теории множеств и, следовательно, не зависит 
от топологической природы пространства. 

Поэтому в дальнейшем, если специально не будет оговорено проти- 
воположное, Ё, и Ё, будут обозначать совершенно произвольные мно- 
яжества одинаковой мощности (чаще всего мы будем их считать тожде- 
ственно совпадающими и обозначать одной буквой Е). 

Если все множества обоих семейств попарно не пересекаются, то для 
их эквивалентности необходимо и достаточно, чтобы существовала такая 
функция ®(7), взаимнооднозначно преобразующая Ё само в себя, чтобы 


== я . ы ем - 
А; =: Ве (0* для любого & и, кроме того, Е -— ЕЕ. В 
Е В 


Однако в случае произвольного расположения множеств этих условий 
уже недостаточно. 
Введем понятие кирпича семейства. 


* М означает мощность множества М. 


1 Известия АН, серия математическая, № А 
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Кирпичом с индексом $ (}— некоторое подмножество множества В) 


назовем множество 
к,- П4. И 4 


1=$ К=З, 


где А» означает дополнение А, до всего пространства ЕЁ, а $’ =В-— $. 

Очевидны следующие три свойства кирпичей: 

1) Все непустые кирпичи попарно без общих точек. 

2) Все кирпичи в сумме (по всем $) составляют все пространство Е. 

3) Любое А; может быть получено как сумма некоторого множества 
кирпичей, причем суммирование проводится по всем тем $, которые 
включают #. 

Легко доказать следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 1. Для того, чтобы система {А} была эквивалентна си- 
стеме {В,}, необходимо и достаточно существование такой функции © (1), 
взаимнооднозначно преобразующей ЕВ само в себя, чтобы для любого 
множества у индексов имело место 


(индекс сверху указывает, в какой системе принадлежит данный 
кирпич). 

Доказательство. Необходимость условия ясна. Действительно, 
если возможно установить эквивалентность между семействами, то это 
значит, что множеству А; ставится в соответствие некоторое множество 
Вес) и множеству Ак— некоторое множество Ву(»). Но тогда 


А , 
К} ‘= П А; П Ак 
1=з Кез, 
перейдет в 


Во ШВ ПВ, ПВ, 
15 


Кез, 1$(8)  1=[$(5)]” 


А В 
а следовательно, мощности К и к} одинаковы, 
необходимость условия. 


Достаточность условия доказывается так: 
Так как все кирпичи без общих точек, то все пространство Ё может 


откуда и следует 


быть так ЕО само в себя, ке К“^) перейдет в КФ} но тогда 
и А.= ЯК > перейдет в Вхь= ЯК) и благодаря взаимной одно- 
85% 


$—% 
значности ф вся система {А;} преобразуется в систему {В,}. 

Перейдем теперь к рассмотрению специального случая счетных 

систем, расположенных в пространстве мощности континуума. Оче- 


видно, в данном случае за В можно принять совокупность всех нату- 
ральных чисел, а 


$ будет обозначать произвольную совокупность 
натуральных чисел. 


Охарактеризуем нашу систему с помощью следующей функции, опре- 
деленной на канторовом совершенном множестве С: точке канторова 
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множества = 0, 9,... (гдеа,, я,,...— либо 0, либо 2 в разложении 
числа х в троичную дробь) ставим в соответствие мощность кирпича 
Кь, где $ есть множество тех чисел п, для которых &„ в разложении 
аргумента х равно 2. Назовем определенную таким образом функцию’ 
«функцией взаимоположения». 

Очевидно, каждой последовательности множеств соответствует только: 
одна функция взаимоположения. Наоборот, каждая функция, за- 
данная на канторовом множестве и принимающая на нем значения 
0, 1, 2,..., Ж., Жь, ..-, с может быть рассматриваема как функция вза- 
имоположения для некоторого семейства множеств, расположенных 
в пространстве, мощность которого равна > 7 (5). 

х= 


Как мы видели, для эквивалентности двух счетных последователь- 
ностей необходимо и достаточно, чтобы существовало такое взаимно. 


однозначное преобразование индексов $ (1), чтобы К“) = К. Но впере- 
воде на язык только что введенной функции взаимоположения это: 
означает, что должно существовать такое взаимнооднозначное преобра- 
зование канторова множества самого в себя (причем преобразование 
специального вида, которое мы назовем п-преобразованием), в резуль- 
тате которого функция взаимоположения для {А;} переходит в функцию 
взаимоположения для {В,}. Такие две функции, которые могут быть 
переведены друг в друга с помощью п-преобразования, булем называть. 
эквивалентными функциями. 

ТЕОРЕМА 2. п — преобразование совершенного канторова мноэжества 
является гомеоморфизмом. 

Доказательство. В результате п-преобразования канторова 
множества С каждая точка х преобразуется так: число, стоящее на п-м 
месте в разложении 2 в троичную дробь, перемещается на $ (п)-ое место, 
т. е. точка 


ет Пз ... 
= 


перейдет в 


— 71 ов 910: © 
7 (2) = о за + 


Тогда |/(х-- Ал) —}(2)! <е, если взять для хи х--Ахт первые № 
элементов разложения в троичную дробь одинаковыми, причем А 


выбираем так, чтобы Ф(Ё-+ 1), Ф(®--2),... все были не меньше 
4 ]пз 
т = Е © 


Действительно, 
й 1 
[1 (2-42) —1(2)| < 2 [ее етанн .. | < 


даете й 1 мет 
<=2 ори" ое ] а ФИЛ, 2 


Итак, }(2) непрерывна, а следовательно (так как она определена на 
компактном совершенном множестве), и взаимно непрерывна. 


1* 
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Отсюда, в частности, следует, что необходимым условием эквива- 
лентности двух счетных систем множеств {А„} и {В„} является суще- 
ствование такого автогомеоморфизма совершенного канторова мно- 
жества, которое переводило бы функцию взаимоположения для {А„} в фун- 
кцию взаимоположения для {В„}. 

Легко видеть, что существует только с п-преобразований. Различных 
же функций, которые могли бы быть функциями взаимоположения 
в пространстве мощности континуума, имеется 2°. Следовательно, 
имеется 2 попарно неэквивалентных фузкций взаимоположения, 
а значит и 2, попарно неэквивалентных счетных систем множеств*. 
В частности, существуют последовательности, не эквивалентные 
никакой последовательности проективных или В-множеств (так как 
таких последовательностей только с). 

Введем следующие обозначения: № (где ш— кардинальное число) — 
совокупность тех точек канторова множества С, в которых функция 
взаимоположения принимает значение т. Задание всех № вполне 
определяет функцию взаимоположения. 

Естественно возникает вопрос о природе функции взаимоположения 
(т. е. о природе определяющих ее М№„) в связи с природой множеств, 
входящих в систему (множеств А„). 

Введем прежде всего следующие определения: пусть в пространстве 
Х имеется семейство множеств К. Тогда функцию у=}(х), определен- 
ную на Х и принвмающую значения С, будем называть слабо-изме- 
римой К, если для любого п имеем }!(С;»)зК, где под Си подразу- 
мевается совокупность тех точек из (С, в разложении которых в тро- 
ичную дробь на п-м месте стоит число 2**. Далее, каждой точке уеС 
можно поставить в соответствие некоторое множество М, тех точек про- 
странства Х, которые являются корнями уравнения у=] (т). Совокуп- 


ность тех у, для которых М,=м, называется множеством точек т-крат- 
ности для функции у=] (>). 

Далее, допустимой совокупностью для семейства К назовем 
такую совокупность {Си} непересекающихся подмножеств С (в сумме 
дающих все (С), занумерованную кардинальными числами ш, начиная 
с нуля, которая может являться совокупностью множеств ш-кратности 
для некоторой функции, слабо-измеримой К. 


г 


* Этот результат был раныше получен Е. БерИга]п [см. (1)] из других сообра- 
жений. 

** Очевидно, что если К является борелевской системой (т. е. системой, 
инзариантной относительно счетного сложения и операции взятия дополнения), 
то понятие функции слабо-измеримой К совпадает с обычным понятием измеримой 
К функции (т. е. такой, у которой прообраз любого открытого множества принад- 
лежит к К). Это следует из того, что, как легко видеть, любое открытое в С 
мноя:ество может быть получено из Сз в результате счетного сложения, пересе- 
чения и взятия дополнения относительно С. 

Вообще же понятие функции слабо-измеримой К является более широким. чем 
понятие Функции измеримой К в обычном смысле слова. 
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Теперь докажем следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 3. Функция взавмополоэкения }(у) для счетной системы 
множеств из К имеет в качестве совокупности {№ т} допустимую сово- 
купность для семейства К. Обратно, любая допустимая совокупность для 
семейства К может быть принята за совокупность {№} для функции 
взаимоположения, имеющей в числе представляемых ею систем по край- 
ней мере одну систему, составленную только из множеств семейства К. 

Доказательство. Пусть заданная счетная система множеств из 
К расположена в пространстве Х. Задаем на этом пространстве функ- 
цию у=Ё (5) следующим образом: ставим в соответствие точке х ту 
точку из множества С, которая соответствует множеству натуральных 
чисел, являющихся номерами тех из А„, которые включают х. 

Это — так называемая характеристическая функция счетной системы 
множеств, введенная Е. 52рИга]а (*, °). 

Функция взаимоположения |(у) и характеристическая функция 
Е. 52рИгат у=Ё (2) связаны друг с другом соотношением 


Г(у) = Е"), 
откуда сразу следует, что совокупность тех уеС, для которых [(У) 
имеет одно и то же значение м (т. е. совокупность №), совпадает со 
множеством точек ш-кратности функции у = (5). 

Далее, функция у=Ё (2) слабо-измерима К, так как Р-! (С») = А.К. 
Итак, система {№} совпадает с допустимой системой некоторой слабо- 
измеримой К функции, чем и доказывается первое утверждение теоремы. 

Чтобы доказать обратное, заметим сначала, что если задать в про- 
странстве Х функцию, принимающую значения только из С, те система 
множеств — прообразов А„=#-!(С») —будет иметь в качестве своих 
кирличей прообразы точек $. Задаем теперь на Х такую функцию 
= (2), слабо-измеримую №, которая имеет в качестве своей системы 
множеств кратности заданную (расположенную на С) допустимую 
систему. 

Тогда совокупность прообразов множеств С» будет счетной системой 
множеств, входящих в К. Ее функция взаимоположения будет иметь 
в качестве системы № и именно заданную допустимую совокупность, 


что явствует из того, что К,=Ё* ($) и, следовательно, {($)=А, = 


—=#-1($) для любого $=С. 

Следствие 41. Счетная система В-множеств имеет в качестве 
своей функция взаамополоэкения такую функцию, у которой М№,, М,, ..- 
(Мс... Му Являются аналитическими дополнениями, а №; — ана- 
лятаческое множество*. 

Это следует из только что доказанной теоремы (первая часть) и из 
следующих соображений: совокупность точек нуль-кратности В-функции 
есть СА (как дополнение к С образа В-множества, ва котором запана 
функция). 


* Ср. 52рИгадт (2), стр. 145. 
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Совокупность точек 1-кратности является СА множеством в силу 
теоремы Лузина о проекции множества единственности (*). 

Множество Ж,-кратности является С А-множеством, согласно теореме 
7 статьи 9. Вгаип (*). 

Наконец, доказательство того, что совокупность точек п-кратности 
(где п— натуральное число >> 1) есть также СА — множество, вытекает 
с помощью несложных рассуждений из теоремы Лузина. Для этого 
достаточно применить рассуждения 5. Вгаип при доказательстве тео- 
ремы 6 (*), заменяя только множества О, на (И, и систему непересека- 
ющихся окрестностей, фигурирующую в доказательстве, на систему 
окрестностей, не пересекающихся и в сумме дающих все С. 


Следствие 2. Всякая функция взаимоположения, у которой № — 
аналитическое множество, а №, М№,,..., М,,... М, попарно отделимые 
(В) СА-множества, имеет в числе своих представителей по крайней 

ере одну систему В-множеств. 

Это следует из того, что такая система является допустимой систе- 
мой множеств кратности для В-функций. Действительно, если В-отде- 
лителями являются В., В,,...,В,,...Вуо, то всегда может быть 
построена В-функция у=РЁ(1), отображающая, например, эвклидову 
прямую Х в С. Для этого отобразим отрезок (1, 2) взаимнооднознач- 


ее 1 
ным В-образом на В,, [225) и [25,3) на. .В. ыкажщый, ао 
1 1 2 п 
[1,"+;), [2+, ь В+”), ерсия [2+°—, +1) на В, ка- 
- ви зо о Е к—1 
ждый, ... и, наконец, | 57 [= 3 /› [=, АЕ [ т , 
т), ... — на Ву, каждый (если какое-либо из этих В, было счетно 


или конечно, то не весь соответствующий интервал отображается на 
В,, а только его счетная или конечная часть). 

Если теперь оставшуюся неотображенной часть прямой отобразить 
с помощью континуум-кратной В-функции на /Л., то мы этим завер- 


шим построение В-функции, для которой данная система будет до- 
пустимой. 


Замечание. Как указал П. С. Новиков, можно построить такую 
В-функцию, для которой все СА-множества, входящие в ее допустимую 
систему, попарно неотделимы (В). Естественно встает вопрос о природе 
допустимых систем для В-функций и, в частности, всякая ли система, 
состоящая из счетной совокупности непересекающихся СА и допол- 


нительного к их сумме А-множества, может являться допустимой систе- 
мой для В-функций. 


Следствие 3. Для всякого п существует такая допустимая 
система для проективных функций класса Р,„*, которая не является 


допустимой системой для проективных функций низших классов. 


* КлассР„—совокупность всех проективкых множеств п-го класса. 
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Это следует из теоремы Е. бирИгат о том, что всегда может быть 
найдена счетная совокупность проективных множеств п-го класса, не 
эквивалентная никакой счетной совокупности проективных множеств 
низших классов [см. (*)]. 

Совершенно аналогично выводится и соответствующее следствие для 
классов В-множеств. 

Следствие 4. Бсякая допустимая система для В-функций 
является допустимой и для некоторой функции 1-го класса. ЦДействи- 
тельно, из теоремы Е. 5рИгат о том, что любая счетная система 
В-можеств эквивалентна некоторой системе В-множеств одновременно 
Е‹ и С следует (так как всякое открытое множество может быть 
получено как счетная сумма конечных пересечений множеств Сди С = 
=С—С}), что допустимая система любой В-функции может быть полу- 
чена как допустимая система такой В-функции, для которой прооб- 
разы всех открытых множеств суть РК. (т.е. функции класса (Ёс, Со), 
[см. Наиз4огй (°)], а значит, В-функции 1-го класса Бэра [см. НаиздогИ! (5)]. 

Наконец, из теоремы Е. 5рИгап о существовании счетной системы 
неизмеримых (Г) множеств, не эквивалентной никакой системе мно- 
жеств измеримых (Г), вытекает 


Следствие 5. Существует такая допустимая система множеств, 
которая не является допустимой системой ни для какой функции, 
измеримой (Г.). 


$ 2. Одна общая теорема об эквивалентности семейств множеств 


Как известно, типы эквивалентности множеств (кардинальные числа) 
образуют сами вполне упорядоченную систему. Упорядоченность этой 
системы следует, во-первых, из того факта, что любые два мно- 
жества А и В связаны по крайней мере одним из двух эквивалентных 
включений (А С В или ВСА); знак С означает, что первое множество 
эквивалентно части второго), и, во-вторых, из теоремы Сашюог — 
Е. Вегоз{е1т о том, что ели АСВи ВСА, то АМ В. 

То, что первое предложение не имеет места для семейств множеств, 
видно сразу (достаточно взять, например, семейство А из двух пересе- 
кающихся и семейство В из двух дизъюнктных множеств). 

Итак, остается выяснить, будет ли справедливым для семейств 
аналог теоремы Сап{юог — Е. Вегпз{ет. 

Если бы он был справедлив, то типы эквивалентности систем, хотя 
и не образовывали бы упорядоченного множества, но, во всяком слу- 
чае, были бы частично упорядочены; однако, как можно показать, 
и это не имеег места: возьмем в качестве А систему, составленную 
из следующих множеств: а, = [0,1], а, =[4,3], а, =[2,4], а, = [4,3], 
а, =[5,7], а, =[6,8], а, =[8,9], а, =[9,11],... и т. д., в качестве 
системы В — систему тех же множеств, кроме первого. 

Очевидно, что: 

1) ВСА, так как ВСА, 
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2). АСВ, таюжак = {ара оаариеюусьв:НолАлноюо В; 
что следует, например, из того, что а. Е А имеет два непустых кирпича: 
[0,4] и [1], а в системе В нет множеств, которые имели бы два непу- 
стых кприоча, кроме а,, но оба его кирпича континуальны. 


Таким образом, вообще говоря, типы эквивалентности не образуют 
даже частично упорядоченной системы. Но естественно возникает во- 
прос: не будет ли выполняться аналог теоремы Сап{ог — Е. Вегпзбеп для 
частного вида систем, например, для В-колец* или В-тел** и т. д. 
Оказывается, теорема неверна и для В-колец и для В-тел (произвольных) 
и, как будет показано, верна только для довольно узкого вида тел. 

Прежде всего покажем, что теорема неверна для В-колец. Действи- 
тельно, если обозначить через К (А) наименьшее В-кольцо, построенное 
над ранее введенной системой А, а через К (В) —наименьшее В-кольцо 
над В, то, очевидно, К (А) СК(В) и К(В) СК (А). Но К(А) и К(В), 
как нетрудно проверить, не эквивалентны друг другу и, следовательно, 
и для колец аналог теоремы Сап1ог — Е. Вегизе1а неверен. 

Неверен он и для тел. Построение противоречащего примера 
с помощью систем А и В не удается, так как хотя Т(А) СТ(В) 
и Т(В)СТ(А), но Т (А) Т(В). Однако и для тел нетрудно построить 
нпротиворечащий пример. Назовем совершенным телом такую 
систему множеств, которая инвариантна относительно сложения и пере- 
сечения множеств в любом (не обязательно счетном) числе, и операции 
взятия дополнения. 

Очевидно, что все кирпичи совершенного тела входят в тело как его 
элементы, и, более того, все множества, входящие в тело, предста- 
вляют собой всевозможные суммы, составленные из кирпичей во все- 
возможных их комбинациях. 

Далее заметим, что если одно совершенное тело включает другое, 
то система кирпичей, определяющая первое тело, получается из кир- 
пичей 2-го тела раздроблением некоторых из них. Возьмем теперь 
в качестве системы А совершенное тело, построенное на следующих 
кирпичах: счетное число кирпичей, мощность каждого из которых = 1 
и счетное число кирпичей мощности 3. В качестве системы В возьмем 
совершенное тело над системой кирпичей, получившейся дроблением 
одного из кирпичей мощности 3 на 2 кирпича: мощности 1 и мощноети 2, 
Очевидно, система В включает А и, следовательно, ВА. Нои АЭ В, 
так как если в системе В раздробить пополам кириич мощности 2, 
то полученная система будет эквивалентна А и вместе с тем будет 
включать В. Однако А не —В, что следует из необходимых и доста- 


точных признаков эквивалентности системы (благодаря наличию в си- 
стеме В кирпича мощности 2). 


* В-кольцо— система, замкнутая относительно счетного суммирования и пере- 
сечения. 


** В-телом называется всякое В-кольцо, инвариантное также по отношению 
к операции взятия дополнения. 
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Итак, теорема Сап(юог —Е. Веглует неверна даже для совершенных 
тел (в общем случае), а следовательно, подавно и для В-тел (так как 
совершенное тело является частным случаем В-тела). 

Однако можно выделить класс таких совершенных тел, для кото- 
рых аналог теоремы Сапбог — Е. Вегизет верен. 


ТЕОРЕМА 4. Если два совершенные тела А и В удовлетворяют следую- 
цим условиям: 

1) если в определяющую тело систему кирпачей входят кирпичи 
мощности пи ш, то в систему должны входить также кирпичи всех 
промежуточных мощностей; 


2) если п> ш, то {К"} > {К"} (где {К"} — мощность совокупности 
кирпичей мощноста п каждый), если только {К"} не пусто; 

3) {К* +} непусты только для конечных 1$, где Ж.— наименьшая 
мощность кирпичей (таким образом, различных мощностей кирпичей 
либо конечное множество, либо счетное, расположениое в простую 
последовательность); 

— то для таких тел из АСВивВСА следует А — В. 

Доказательство. Достаточно доказать, что если два таких тела, 
одно из которых включено в другое, эквивалентны, то и любое из 
промежуточных тел указанного типа эквивалентно исходным. 

Пусть система кирпичей {К,} определяет некоторое совершенное 
тело Т(К,) и {К,} спределяет совершенное тело Т(А,), вложенное 
в Т(Ё,) и эквивалентное ему. Тогда К, будет представлять собой 
результат раздробления некоторых из кирпичей, входящих в А,. Если 
некоторые из них склеить, то вновь полученная система кирпичей К, 
определит некоторое промежуточное совершенное тело Т (К). Покажем, 
что оно эквивалентно Т(А,) и Т(К.). 

Условимся в следующих обозначениях. 

Через {К“ будем обозначать совокупность кирпичей, мощность 
которых равна Ж., (кирпичей с конечной мощностью мы не будем рас- 
сматривать, равно как и случая, когда некоторые из систем кирпичей 
конечны, так как в обоих этих случаях несложными рассуждениями 
можно показать, что все сводится именно к наиболее важному случаю, 
когда все кирпичи бесконечно-мощны, причем каждое {К“} имеет беско- 
нечную мощность). 


Через {К%} (где В < ®) мы будем обозначать совокупность тех кпр- 
ркВ 


пичей мощности Ж. второй системы, которые при переходе к первой 
раскалываются на кирпичи мощности Жз каждый. 


Через {К5} обозначим не раскалывающиеся при этом перехсде кир- 
нрн 


пичи. 
Через {Кц (где В > 2) обозначим совокупность тех кирпичей мощ- 
скв 


ности Ж. первой системы, которые при переходе ко второй склеиваются 
в кирпичи мощности Ж каждый. 
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Через {К1} обозначим не склеивающиеся при этом переходе кирпичи 
нск 


первой сибтемы. 
Очевидно, что так как рассматриваемые нами совершенные тела 
эквивалентны, то 


{К1} = {К} 
при любом «.. 
Ясно, что такое условие будет и достаточным для эквивалентности 
совершенных тел. 
Итак, для доказательства теоремы достаточно показать, что 


{Ко} = {К} 
для любого &. 

Пусть наименьшей мощностью непустых кирпичей будет Ж., наиболь- 
шей {..в (Конечно, кирпичей с наибольшей мощностью может не быть, 
мы предполагаем наличие последней мощности лишь для простоты 
записи). ь 

Тогда имеет место следующее неравенство: 


(К) < КИА... + КРУК < {Ка < (К, 


рка 


откуда мы заключаем, что 


А (К > КЕ... НКР, 
Во {К ={К} (п=1,2). 


Далее имеем 


КРИ... НЕКОЕ < «(КРК 
ка рк ска-+ 
НО К (кг. 

рк а 


Но так как из А, имеем 


(КР > (К > (К, 


рка 


то 


{К} — {К} = {К} 
рка 
и, значит, 


(КЕ КИ = (КИ). 
нрк рк&-+ 1 


С другой стороны, 


(КРУК НКР") (пак как (КРИ) > (КЗ). 


ска-1 


Поэтому наше неравенство перепишется так: 


{К} = {К +. ‚++ < < (К = кН}, 


рка-+ 
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откуда 
А: (К Е [КАР ЕЁ (к У р (К), 
рна+1 ркя+ 1 
В! к еси: 5) 


Пусть теперь 1 == В. Трансфинитной индукцией докажем, 


рат Ыб РЕНИ 
{Ко} ={К”""}, полагая, что для / < доказаны соотношения: 


Ау о к 
рка-+т рка+т 
В, {Кот} = {К (®=1; 2). 


Итак, произведем оценку {К&*®: 
Н.К ЕКО НК < (9 < 
&--1 рка+ к 


= (К +... (КРК. 


ска ска 
Заметим теперь, что 


И Е а 
нрк рка&-+1 рка+{ту рк* 


Из А, следует, что 


ан ПН > (К. 


Из А, следует, что 


ККЗ > (КН 
рка+ 1 


и вообще из А, следует, что 


к > ("> (к 


на 


(для любого {<)0). Таким образом, во второй половине равенства 


мощность каждого слагаемого (кроме первых двух) меньше, 


(КН. Мощность же их суммы будет меньше, чем 


Бу 2 а: 


(на основании 3-го условия, наложенного на рассматриваемые тела). 


Итак, в результате мы получаем 


= (К. 
нрк рка+* 
Так как, с другой сторовы, 


К е.-- (КРЮ < 


ска+ 


«ЕО... РО < (КИТ = (КГ, 


чем 
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то 


01+. РА... ++. © 


скат ска-т 


Подставляя (4) и (2) в наше неравенство (оценку {Ко ''}), получим: 


а СО а. 


рка-++1 
откуда | 
А: (К >... +, 
ркя-т рк«-1 
В, (КР = {К} =1,2). 
Итак, мы имеем для любого (от &=0 до ё=8В) (Ку {КР из чего 


сразу следует, благодаря достаточности этого условия для эквизалент- 
ности совершенных тел, что 
ТК) Т(К,, 

чем и доказан аналог теоремы Сашог —Е. Вегпзце для совершенных 
тел указанного вида. = 

Наконец, можно показать, что все три условия, которые наложены 
на тела рассматриваемого вида, существенны для выполнения аналога 
теоремы Сапог — Е. Веги\ет. Для этого достаточно построить примеры 
совершенных тел, в которых выполняется не более двух из данных трех 
условий и для которых теорема Сапфог — Е. Вегизеш не имест места. 
(В частности, совершенное тело, для которого выполнены все условия, 
кроме первого, и такое, что для него теорема Сашюог — Е. Вегпзе 
неверна, построено мной выше). 


$ 3. Вопровы эквивалентности семейств В-множеств * 


В настоящем параграфе Е будет повсюду обозначать некоторое пол- 
ное метрическое пространство со счетной базой. 

Задачей $ 3 является доказательство неэквивалентности некоторых 
семейств В-множеств и, в частности, неэквивалетности двух различных 
классов В-множеств (с точки зрения классификации В-множеств, данной 
УаП6е — Роиззат и НаиздогИ). 

ЛЕММА. Пусть семейство подмножеств Е таково, что каждое 
открытое множество пространства Ё входит в борелевское замыкание 
семейства 3 **. Если 3% эквивалентно семейству №, состоящему исклю- 
чительно из В-множеств, то такая эквивалентность может быть осу- 
ществлена только при помощи отображения Е самого на себя, заданного 
В-функцией. 


* Основные результаты этой главы опубликованы ранее в моей заметке в ДАН (5). 
** Борелевским замыканием семейства множеств называется минимальное 
объемлющее его семейство, инвариантное по отношению к сложению множеств 


в конечном или счетном числе, и к операции взятия дополнения (т. е. перехода 
от Мк Е-— М). 
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Доказательство. Пусть у=}(х) есть взаимно-однозначное отс- 
бражение Е на самого себя, преобразующее 9 в 6 и х=[! (у) — 
обратное отображение. Пусть далее, С,, С,,...,С,, ... полная система 
окрестностей пространства, и Т„=](С„). Так как С» входят в боре- 
левское замыкание 3%, то Т„ входят в борелевское замыкание У, т. е. 
являются В-множествами. Обозначим через Г, верхнюю грань классов 
множеств Г„. Каково бы ни было открытое множество С пространства Е, 


его можно представить в виде С = > С... Следовательно, множество 


к 
Т=/ (С) =; Сб.) =УКС.)=УТь будет В-множеством класса не 
. к Е Ё 


выше %--1. Иначе говоря, при отображении х=}-!(у) прообразы от- 
крытых множеств будут В-множествами класса не выше «+1. Это 
и значит, что функция /(х) есть В-функция. 

В силу взаимной однозначности отображения у=}(5х) функция } (5) 
также является В-функцией. 

Определение. Семейство № называется М№-семейством, если оно 
обладает следующими свойствами: 

1. Любое открытое множество пространства Ё входит в борелевское 
замыкание семейства. 

2. Любое компактное совершенное множество пространства Е со- 
держит в себе хотя бы одно множество из Ж. 

ТЕОРЕМА 5. М№-семейство %№, все множества которого обладают 
каким-либо топологически инвариантным свойством К, не может быть 
эквивалентно никакому семейству 3, состоящему исключительно из 
В-мнозжеств, ни одно из которых не обладает свойством К. 

Доказательство. сли бы, вопреки теореме, взаимно-однознач- 
ное отображение у=}(х) пространотва Ё на самого себя переводило бы 
УС в 9%. то в силу леммы функция [(х) должна была бы быть В-функ- 
цией. Но по теореме Бора можно найти такое плотное в Е множество (С, 
на котором заданная В-функция непрерывна. Но тогда та же функция 
будет непрерывна и на компактном совершенном ядре Р этого Сь. 
Непрерывная и взаимно-однозначная функция | на компактном мно- 
жестве является взаимно-непрерывной, т. е. у= } (5) является гомеомор- 
физмом. По условию, на Р найдется множество М из УЖ, обладающее 
свойством К. Множество } (М) тоже обладало бы свойством К и вхо- 
дило бы в №, что противоречит предположению. Полученное противс- 
речие доказывает теорему. 

Говорят, что В-множество принадлежит строго классу С* (Е), если 
оно, являясь С*(Е*), не является Е (С*) множеством. 

Говорят, что множество С*(Е®) принадлежит жестко классу СЕ), 


если его любая непустая порция * является множеством строго (Е, 
* Порцией множества называется пересечение заданного множества с открытым 
множеством. 
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Е 
При &=2 свойство быть строго С* (Е), равно как и жестко С“(Ё“), 
является топологически инвариантным. 


Для множеств строго класса [2 (Е) это известно давно [см., на- 
пример, Наиз4огЙ 6]. Доказать же топологическую инвариантность 
свойства быть жестко С* (ЁЕ*) можно следующим образом *: 

Пусть множество М жестко класса С‘ (Е*) в результате гомеоморф- 
ного преобразования ] (М) перейдет в множество М, не являющееся 
множеством жестко С‘\Р“. Это значит, что может быть получено 
такое открытое множество С,, что С,. М является множеством одно- 
временно класса С’ и Е‘. Но тогда найдется замкнутое множество 
Е.С С, такое, что Р,. М также одновременно С‘ и Е". Рассмотрим теперь 
множество М'=М—(С.—Е,) М. Его прообразом будет множество 
М‘ =М-[!(С,—Е.) М, причем |} (С, —Е,) есть множество типа Сь и, 
следовательно, М также жестко С* (Е*) (для Ё=2) (так как (С, —Е,) М 
класса более низкого, чем &). Но М'=СС,. М-+ Е,.М, т. е. М? есть сумма 
двух множеств, отделимых друг от друга замкнутыми множествами. 
Поэтому /[`! (СС. - М) не имеет общих точек с {-!(Ё,-М), а значит, 
Г! (Р.М) предотавляет собой открытую порцию М* (а именно 
1-1 (Р,.М)=М. СЕ: (СС, - М)). Но тогда М* не может быть мно- 
эжеством жестко С*(Е°), так как [-\(Р,-М) является одновременно 
С‘ и РЕ, а следовательно, и М не могло бы быть жестко С* (2%), что 
противоречит предположению. 

Топологическая инвариантность свойства множеств быть 
С* (Е°) позволяет установить 


жестко 


Следствие 1. При Е > 2 семейство всеф множеств жестко класса 


С‘ (Е®) не эквивалентно никакому непересекающемуся с ним семейству 
В-мноэжеств. 


Для доказательства этого достаточно показать, что совокупность всех 
множеств жестко класса С* (Ё") образует М-семейство с топологическим 


свойством «быть жестко С“ (Е) (& > 2). Для этого достаточно по- 
казать, что выполняются оба требования, налагаемые на /Л-семейство. 


Выполнение условия 2 очевидно. 
Покажем, что для этого семейства также выполняется условие 1. 
Рассмотрим отдельно 2 случая: 


(а) множества С° (Е) мультипликативного класса (т. е. могут быть 
представлены как счетное пересечение множеств низших классов); 


(6) множества С*(Р®) ардитивного класса. 


* Идея предлагаемого доказательства топологической инвариантности класса 
жестко (* (Е*) принадлежит А. А. Ляпунову. 
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о 


В случае (а) всякое открытое множество может быть представлено 
как сумма счетного класса множеств жестко С* (Ё*) мультипликативного 
класса. 


Действительно, открытое множество С, может быть представлено 
как сумма плотных в нем множеств К и С.К, где К жестко 


С‘ (Е°) мультипликативного класса, а С,— К жестко Ё* (С') аддитивного 
класса. Но С, —К может быть представлено как счетная сумма мно- 
жеств низших классов: С. —К=А, + А,-+.... Прибавляя каждое из 


слагаемых к К, получим совокупность множеств С" (Ё‘) мультиплика- 
тивного класса, дающих в сумме С: 


С. =(К-+А,) --(К-+А, +... 


В случае (Ъ) всякое открытое множество представимо в виде суммы 
двух жестко С* (ЁЕ*) аддитивного класса. 


Покажем сначала, что в С, могут быть помещены два непересекаю- 


щиеся всюду плотные в С, множества жестко Е* (С°) мультипликатив- 
ного класса. Строим их следующим образом: помещаем в С, всюду плот- 
ное в нем Р., составленное как счетная сумма нигде не плотных со- 
вершенных множеств Н,. На каждом из Н, помещаем по одному 


жестко Р“(С*) мультипликативного класса, плотному в Н,. Тогда 
сумма М, этих множеств жестко Ё*(С‘) составит также множество 


жестко 2°(С“) мультинликативного класса [как сумма & 4, отделимых 
замкнутыми множествами, см. Глаза (*)]. 


М, будет плотно в Рь, а следовательно, и в С.. Далее, совершенно 
тем же путем строим в С,—УН, множество типа Р., плотное 
Е 


в С, -УН, и, так же как и выше, погружаем в него плотное в нем 
к 


М,, являющееся жестко Е* (С°) мультипликативного класса. Но М,, 
плотное в Ё‹, будет плотно ив С, —УН,, а следовательно, и в С.. 
® 


Но тогда С.М, и С,—М, являются оба жестко С* (Ё*) аддитив- 
ного класса, и в сумме дают С, (так как М, - М, =0). 


Итак, в обоих случаях совокупность всех множеств жестко С* (Е) 
образует М№-семейство, чем и доказано следствие 1. 


Следствие 2. Семейство всех замкнутых компактных множеств 
не эквивалентно никакой совокупности В-мноэжеств, ни одно из которых 
не является замкнутым компактным. 


Следствие 3. Совокупность всех В-множеств 


не выше 1 класса 
строго С‘ (&>2) 
строго Е (Е> 2) 
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не эквивалентно никакой совокупности В-мноэжеетв, ни одно из которых 
не является множеством 


замкнутым компактным 


жестко С (&=>2) 


жестко С*(Е>2). 


В частности ‚, отсюда следует 

Следствие 4. При Ё=2 семейство всех множеств С* (Е) не экви- 
валентно никакому семейству, состолщему исключительно из множеств 
2°(6%. 

Введем теперь понятие «уплотнения семейства». 

Семейство. % может быть уплотнено в свою часть 6, если существует 
такое взаимно-однозначное преобразование пространства самого себя, 
которое переводит все семейство № в его часть 9%. 

Назовем далее максимальным /-семейством со свойством К систему — 
сумму всех /Л№-семейств со свойством К. Для них мы будем иметь 
следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 6. Если максимальное М-семейство 3 состоит только из 
В-мнозсеств, то оно не может быть уплотнено в такое свое подсемей- 
ство №, что Ж—\Х образует М-семейство. 


Доказательство. Пусть № переводится в % с помощью функ- 
ции у=](5). На основании леммы она должна быть В-функцией. Но 
тогда обратная функция х = {1 (7) (тоже В-функция) переведет УС в %, 
а \—95)} в некоторое семейство В-множеств, ни одно из которых не 
обладает свойством К (ввиду максимальности М-семейства %, что не- 
возможно на основании доказанной теоремы (так как %—9) является 
№-семейством со свойством К). 

Следотвия из этой теоремы в применении к отдельным максимальным 
семействам В-множеств очевиды. 

Отметим еще, что непосредственно из леммы вытекает 


Следствие 5. Семейство всех В-мнозжеств не эквивалентно никакой 
своей правильной части. 


Из леммы и следствия 5 можно вывести 


Следствие 6. Семейство всех А-множеств (суслинских множеств) 
не эквивалентно никакой своей правильной части. 


Если 9 — совокупность всех А-множеств можно было бы отобразить 
на свою правильную часть %,, то совокупность % всех В-множеств 
отобразилась бы на некоторую совокупность %, также В-множеств 
(ввиду того, что 3 инвариантно относительно операции взятия допол- 
нения). Из следствия 5 вытекает, что 3, совпадает с 3. Но такое прео- 
бразование могло быть (на основании леммы) осуществлено только 
В-функцией. Так как свойство множества быть А-множеством инвариантно 
относительно В-преобразования, то 9%, =, вопреки предположению. 

Переходом к дополнениям выводится 
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Следствие 7. Семейство всех С А-множеств (дополнений к А-мно- 
эжжествам) не эквивалентно никакой своей правильной части. 


Московский гос. университет Поступило 
им. М. В. Ломоносова 44 ТУ 1940 
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ВЕЗОМЕ 


Рейх [апйШез Ч4’епзетез зИллёз гезресйуешет& Чапз 1ез езрасез ЕЁ, 
её Е, з00% 4Мез баиуаетцез э1 Е, реш @ те 4тапзогшё еп ЕЁ, 4’апе 
тшар16ге Рлапуодие 4е зог4е дае 100% епзеше 4е 1а ргеш1ёге ГашШе 
4еулеппе ип епзеше 4е ]а зесоп4е, еф ‹фи’туегзететф, роиг 10% еп- 
зештЫе 4е 1а зесопае Гат е оп ру1ззе 4топуег зоп пасе 1уегзе рагил 
]ез епзет ]ез 4е 1а ргепиёге ГатШе [уст З2рИгадл (*)]. 

Пе ]а 1тап${огта Мот Бтауодиае @0п Й езё диезМоп апсапе ргорг1 её 
4е сопапийеё, 4е тезигаь 6 е{с. п’езё ех1обе. Бопс ]а пойоп 4е ’6ди1- 
уаепсе 4е 4еах Гат Шез 4’епзет Без аррагйеп& & 1а \№6оме риге 4ез 
епзетЪ]ез еф пе дереп@ сиёге 4е 1а пафиге {фюро]о1ие 4е Гезрасе. 

Е. берЙгаю 6аЪ11 ипе зёе 4е \Шбогётез заг Г6ёдиуаетсе её ]а 
поп-воллуа1етсе 4е зузёёшез ЧбпотБгаЪ]ез 4’епзетЫез. 

П] топцта раг ехетр!е дае роиг сВадче п И ех13{е ипе Гат Ше 46помЪ- 
гаБ]е а’епзет ]ез рго]есЁз Че с1аззе Фи п’езё 6фиуаеп{е & апйсипе 
{ат1е 4’епзет ез 4е с]аззез ш6мепгез. Ш еп заЦ еп рагИ- 
си ег дае 1а Гаше шёше 4е 101$ 1ез епзештЬ]ез 4е с!аззе п п’езф 6ди1- 
уа]сп{е А апсапе ГашШе сопз1збапф зеетептф еп епзетЫез 4е с]аззез 
1пЁ6г1епгез. Папз 1е ргёзепь агысе ипе ргорозИ оп апаосие рог 1ез 
Саззез Чез епзет]ез В езф ваБ\Ме рагиуй 4ез аибгез гбзаЦайз: 1а ГатШе 
де {юз 1ез епзетЫез В 4е ]1а с1аззе Ё* (С=) п’езё ефиузете А ацеопе 
Гат Ше сопз19бапф ех@азлуететь 'еп епзет Без БВ 4е с]аззез 1аЁ6глецгез. 
Се гбза\№аф пе реш раз @те, сошше Чапз 1е саз 4ез епзетЪ]ез рго]ес из 
ор4епа А Га14е 4е сопз1@6гайоп 4ез ГапШез авлотЬгаез 4’епзетез, 
ри1заие Е. ЗирЙгам Ч4ётопита фае фощщце ГашШе ЧёпотргаЩе 4’епзет]ез 
В езь вщмузете & ипе ГфатШе 4’епзет ез сопз18бапф ехс1из]уетеп{ еп 
епзетЪ1ез Чи 006 еп шёше фетрз Ро её Сь. А Гемае 4е сеМе диезйоп 


2 Известия АН, серия математическая, № 4. 
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4е поп-61уаепсе 4ез с1аззез '4’епзет ]ез В, а1тз1 фи’А ипе зёе 4е 
диезМопз сопасиез, ез6 сопзасг6 1е сВарИге ПТ 4 ргёзепф опугаре. 

Рапз ]е ргепуег сварИге зопф 665а416ез ]ез рёпёга\ёз 4е 1а \Ъбоше 
4’ващуа1епсе. Оп 1тАгодий 1а поНоп 4е 1а «Бг14ие ди зузёёте» её 4е Па 
«опсИоп 4е 1а 91зроз лот шабиеПе», ипе ГопсМоп Чиа{ сагас(@г1зе ип 
зузбёше 46потЬгае А 4е 1гап{огтаМопз @ёфи1уа]етцез ргёз её 1пуаг1ап{е 
Чиапф А сез фтапзогта М опз вуаетцез. ЕпзиЦе, Чапз 1е шёште сварите 
езь 61а416е 1а пабиге 4е 1а Гопс&оп 4е 1а 41зроз оп шлшеПе еп соппе- 
х]оп ауес а пабаге 4ез епзет ]ез еп4тгап& дапз 1е зуз{ете, еб оп у 4оппе 
дае]аиез аррисайоптз 4е 1а №6оме 4е 1а Гопс оп 4е 1а @1зроз оп шлб- 
еПе А ]1а {№6оге 4ез рго]десМопз 4е сегфалшез с1аззез 4’епзетев. 

Рапз 1е сварИге П ипе диезйоп 4е а \№6оге риге 4ез ваш уа]епсез 
езф епу1засбе. Сегфа1пез соп@!1опз заЙ1зап4ез 3004 1гоцуёез апацеПез 
Гапф азза]е\аг 1ез {аш Шез роог да’ипе ргороз оп зиг |[’6шуа]епсе дез 
епзетЫез апа]орие ап {№6огёше 4е Сапбог —Е. Вегизцеп а Пец (а за- 
уст, 1а ргорозИоп злауащце: 81 1а Г{ашШе А езф вашуземе А ипе 
рагйе 4е 1а {аш е В её В езё башуаеще.а ипе раг@е 4е А, а]огз А ез& 
башуа]етце А В) её 4опф 1е сагасфёге еззеп1е] 4е свасипе езё Аётопёг6 раг 
]а сопгисИоп 4ез ехетрез. 

ЕпЙп, дапз 1е сваригте Ш, сошше оп Га 46]А 1п1ааё р!аз Ваш, а 
даезИоп 4е 1а поп-6длуаепсе 4ез с1аззез 4’епзет ез В ез% {галёе. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОЕГЕТ!М БЕ ГАСАРЁМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ РЕ ГОВ$$ 


Серия математическая 6 (1942), 139—926 з6еме татетайчие 


Ю. Ф. СИРВИНТ 


ВЫПУКЛЫЕ МНОЖЕСТВА И ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ В 
АБСТРАКТНОМ ПРОСТРАНСТВЕ. ЧАСТЬ П. ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИО- 
НАЛЫ * 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


Вторая часть работы посвящена пространству линейных функцио- 
налов, определенных на линейном топологическом пространстве. Здесь 
доказывается при различных предположениях «принцип сгущения 0050- 
бенностей» для функционалов. Здесь также получены теоремы, уста- 
навливающие взаимоотношения между исходной, второй сопряженной 

и слабой топологиями в локально выпуклом пространстве. 


Глава 3 
Пространетво линейных функционалов 


Пусть Е нормированное пространство. Тогда пространство Е* линей- 
ных функционалов, определенных в Ё, также может быть нормировано. 
Так определяется, наряду со сходимостью точек ЕЁ, сходимость 
функционалов, т. е. точек {Е Е*. Далее, в пространстве Ё может быть 
определена слабая сходимость элементов, а в пространстве Е* слабая 
сходимость функционалов. 

В книге С. Банаха (*) мы можем найти основные результаты, сюда 
относящиеся, ежегодно пополняемые новыми работами по этому вопросу. 

Мы ставим себе в этой и в следующей главе целью — наметить вехи 
подобной же теории для любого локально-выпуклого пространства Е 
(аксиомы 1—5, гл. 1, $ 2). Эта теория будет приложима даже к более 
широкому классу пространств, однако, выходя за пределы класса прост- 
ранств локально-выпуклых, мы сразу теряем некоторые основные резуль- 
таты, верные для этого класса. В дальнейшем всегда, когда это не 
оговорено особо, будем предполагать, что Е линейное топологическое 


пространство. 


$ 1. Сопряженная топология 


Определение линейного функциснала было дано в главе 2, $ 1. Отме- 
тим, что, согласно следствию Вехаузена [(*), стр. 163], для того, чтобы 


* Главнейшие результаты этой части были опубликованы без доказательств 
в ДАН, т. ХХУГ, № 2 (1940). 
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аддитивный функционал } (72) в пространстве Ё был непрерывен, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы существовала выпуклая окрестность нуля 0, 
которую можно, не уменьшая общности, предполагать симметричной 
относительно нуля: 0 = —(), обладающая свойством 


#(х) <|х/0| для любого ЕЕ. (1) 


Выпуклую окрестность нуля О, симметричную относительно нуля, 
для которой выполнено (1), мы будем называть нормирующей сферой 
функционала }(2). Очевидно, данный линейный функционал имеет 
бесконечно много различных нормирующих сфер. 


Так как из аддитивности функционала следует }(—2) = —}{(х), то 
неравенство (1) влечет —|—х/0|=< (2), а вследствие симметрич- 
ности 0, [2/0 |=|—х/0 | и из (1) мы получаем 

11 (2) | <|</И| для любого ЕЁ. (1-15) 


Из вехаузеновского следствия вытекает 
Замечание 1. Пусть }(5) аддитивный и однородный функционал 
в Е, 
(2 у) =Г (а) +1), Каз) =а[(®). 


Для того чтобы он был непрерывен, достаточно, чтобы он был непре- 
рывен в точке нуль. Под последним мы понимаем, что множество 


6 (11 (2) [< 1) 
содержит нуль внутри себя, т. е. существует такая окрестность нуля 0, 
что 

со [< 9. (2) 


Доказательство. Окрестность нуля И из формулы (2) можно 
очевидно предполагать выпуклой и симметричной относительно нуля. 
Вследствие однородности функционала |(5) мы имеем 


[2% /Ф (И) | < |=). (3) 
х 
ея 
В самом деле, если а > |} (х,)|, то и © (11 (<) | < 1); если жеа < [{(х., 
х 
Ея 
то › поп ЕФ (11 (2) |< 1). 
х 
Но по самому определению относительной нормы из (2) следует 
12/9] >, / 6 (11 (2) | < 1), 
х 
что в соединении с равенством (3) дазт нам (1). Праяменяя следствие 
Вехаузена, видим, что }(1) непрерлвем, что и требовалось доказать. 
Рассмотрим множество 2* линсйных Фуккционалов в линейном топо- 


логическом простраистве Ё. Это множество станот линейным простран- 
ством, если мы положим для |, {С Е* и вэщественного а 


(АА) (2) =, @® ЕЁ (=), (а, (т) =в|, (2). 
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Нам придется в дальнейшем воспользоваться одним фактом, являю- 
щимся частным случаем теоремы 11 работы (*) Вехаузена, но который, 
впрочем, столь непосредственно вытекает из известного следствия 
Банаха [(*), стр. 29], связанного с продолжением дистрибутивных функ- 
ционалов в линейном пространстве, что мы будем называть его след- 
ствием Банаха. 

Результат Банаха, который мы имеем в виду, гласит: если в линей- 
ном пространстве Ё определен функционал р(х) со свойствами 


1°. р(х- у) = р(®) + р(у), 
2°. р (ах) =ар (1) при а>0 


и еели х, есть любая точка ЕЁ, то в Е существует дистрибутивный 
функционал ](5) такой, что } (2) = р(2) для любого хЕЁ и 


} (=) =—р (+,). 


Предположим теперь, что ЕЁ линейное топологическое пространство 
и возьмем произвольную выпуклую окрестность нуля 0 и точку ЕЁ. 
Полагая р (1) =|2/Е|, мы видим, что свойства 1°, 2° налицо, и получаем 

Следствие Банаха. Какова бы ни была выпуклая симметрич- 
ная окрестность нуля О в Е и точка ЕЁ, существует }ЕЁЕ*, для 
которого 0 есть нормирующая сфера и { (х.) =|х,/0 |. 

Именно из этого следствия легко выводится обстоятельство, на 
которое я указывал в гл. 2: для того, чтобы линейное топологическое 
пространство Е было нигде не выпукло, необходимо и достаточно, 
чтобы в нем отсутствовали отличные от нуля линейные функционалы. 
В самом деле, если (5) есть линейный функционал, отличный от тож- 
дественного нуля, то множество © ({(х) < 1) есть выпуклое открытое 

х 


множество, отличное от всего пространства Е. Если же, наоборот, (’ есть 
выпуклое открытое множество, отличное от Ё, то, во-первых, путем 
переноса можно добиться того, что мы получим выпуклую окрестность 
нуля П, отличную от Ё. Затем мы можем выбрать х, попЕИ и заклю- 
чить на основании следствия о существовании такого линейного функ- 
ционала (1), для которого 


7 (т) =|</ 9 | > | 


Определим теперь в линейном пространстве Е* топологию, которую 
мы будем называть сопряженной топологией по отношению к тополо- 


гии в. 
Сопряженная топология в Е* определяется при помощи приведенного 
семейства открытых множеств * 


У =Ф (=1р| 1 (2) | < 1), (4) 
/ <хЕС 


где С пробегает класс всех ограниченных множеств пространства Е. 


* Определение «приведенного семейства открытых множеств» см. в гл. 1. 
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Докажем, что сопряженная топология выпукла. 

Согласно теореме 5 главы 4, достаточно показать, что любое мно- 
жество У вида (4) окружает в Е* нуль открытым образом и что для 
каждого {Е Ё*, | == 0, найдется И вида (4) с | {/И|> 0. 

Пусть И имеет вид (4). Возьмем любое Е Е*. Пусть 0 его норми- 
рующая сфера. Мы имеем, согласно (1-51) 


зир | [о (2) | < |С/И |< <. (5) 
хЕС 


1 
Каково бы ни было число а >> зар | /» (2) |, мы будем иметь — ЕТ. 
хХЕЕ 


Итак, У окружает нуль. Далее, каково бы ни было а < вар | }‹ (2) |, 
хЕС 


мы будем иметь к р поп ЕТ. 


Итак, 
ИУ [= зчр | [о (2) |. (6) 
хЕС 


Мы видим, что | /И|=1 влечет }, поп ЕТУ, т. е. У окружает нуль 
открытым образом. 

Возьмем теперь любое } < Ё*, | 0. Должно существовать % ЕЁ 
такое, что |} (5,)| > 0. Рассмотрим множество 


У. = © (17 (2) < 1). (7) 


Это есть множебтво вида (4), в котором взято С = (х,). Мы имеем со- 
гласно (6) |4 /У,|=|р (х,) | >> 0, что и требовалось доказать. Итак, со- 
пряженная топология выпукла. 

Мы превратили линейное пространство Ё* в локально-выпуклое 
пространство. Посмотрим, что означает сходимость последовательности 
точек }„ этого пространства к точке } Е Ё*. 

Согласно следствию 1 теоремы 6 главы 1 и формуле (6) этого 


параграфа, |„-—0 тогда и только тогда, когда для любого ограничен- 
ного СС Е выполняется 


т [зар | {, (2) |] =0. 
п->< хЕ@ 


Таким образом, ][„->] тогда и только тогда, когда [, (5) стремится 
к [ (2) равномерно на всяком ограниченном множестве точек Е. 

Посмотрим теперь, что означает ограниченность множества ГС Е*. 
Применяя следствие 2 теоремы 6 главы 1 и формулу (6), мы видим: 

Множество ГС. Е* ограничено тогда и только тогда, когда 


ИУ |= зар 1/9)! < =. 
1ЕГ, хЕС 


Для любого ограниченного СС Е, т. е. численный образ всякого огра- 
ниченного множества точек Е, даваемый множеством функционалов Г, 
ограничен. 

Как мы видим, сходимость функционалов и их ограниченность опре- 
делены вполне естественно. Если пространство Е нормированное, то 
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сопряженная топология в Е* совпадает с банаховой топологией функ- 
ционалов по форме. Заметим, что сопряженная топология есть еще то- 
пология по норме, если Е только локально ограничено. В самом деле, 
в этом случае выпуклая окрестность нуля в Ё вида 


У=Ф (зр|1 (2) | < 1), 
1 =вЧ 


где в качестве О взята ограниченная окрестность нуля в Е есть огра- 
ниченное множество. Следовательно, согласно уже не раз упоминав- 
шейся теореме Колмогорова, Е* есть нормированное пространство. 

В дальнейшем мы будем иметь дело с различными топологиями 
в пространствах Ё и Е*. Но сопряженную топологию мы будем считать 
основной топологией в пространстве Ё*. Множество У, открытое в смысле 
сопряженной топологии, мы будем называть просто открытым множе- 
ством функционалов и т. д. 

Приняв теперь локально-выпуклое пространство Е* за исходное 
пространство, рассмотрим пространство Е**, сопряженное к ЁЕ*, т. е. 
второе сопряженное к ЕЁ. Пространство В, так же как в теории норми- 
рованных пространств, можно считать подпространством Е**, если 
считать, что каждый элемент хЕЁ определяет функционал РЕЁЕ** при 
помощи равенства 

Е (р =1(=) для |6 Ё*. 
Действительно, такой функционал в пространстве Е* будет линеен. 
Дистрибутивность его очевидна. Что же касается непрерывности, то, 
согласно замечанию 1, достаточно доказать непрерывность его в точке 
нуль. Мы имеем 


ФЕ я 


где У, — множество вида (7), т. е. окрестность нуля в Ё*. Итак, РЕ (}) 
действительно линейный функционал в Ё*. Мы можем считать ЕЁ С- Е**. 
Отсюда следует, что вторая сопряженная топология есть некоторая 
топология в пространстве Е. Однако в отличие от того факта, который 
имеет место для нормированного пространства ЕЁ, вторая сопряженная 
топология не будет в общем случае совпадать с основной. 

Чтобы различить эти две топологии, определенные в одном и том 
же линейном пространстве, мы будем обозначать вторую сопряженную 
топологию через (сс) топологию. Множество, открытое в смысле этой 
топологии, будем называть (сс) открытое и т. д. 

(сс) топология может быть непосредственно определена в простран- 
стве Е при помощи приведенного семейства 


А РЕ (8) 


где Г пробегает класс всех ограниченных множеств в Ё*. 

Если предполагать, что Е только линейное топологическое простран- 
ство, то (сс) топология может выродиться, она может перестать удовле- 
творять аксиоме` 2, гл. 1, $ 2. В самом деле, если Е нигде не выпукло, 
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то Е* состоит лишь из одного нулевого элемента. Тогда приведенное 
семейство (8} состоит лишь из одного множества 0 =Е и (сс) топология 
вырождается. Однако если Е линейное топологическое пространство, 
в котором существует конечная выпуклая окрестность нуля, то (сс) 
топология выпукла. 


$2. Равно-непрерывность и (сс) топология 


Мы установили выше, что аддитивный и однородный функционал 
}(2) непрерывен, если множество © (|1 (2) | < 1) содержит нуль внутри 
х 


себя. Естественно поэтому назвать множество ГС: Е* линейных функ- 
ционалов равно-непрерывным, если пересечение множеств © (| (2)| < 1} 
х 


по всем {[ЕГ все еще содержит нуль внутри себя. Тогда существует 

выпуклая окрестность нуля 0, симметричная относительно нуля и такая, 

что (СФ (|1 (2)| < 1), каково бы ни было | ЕГ, а отсюда, так же как 
х 


из формулы 2 предыдущего параграфа следует, что О есть нормиру- 
ющая сфера каждого из функционалов }. 

Итак, равно-непрерывное множество функционалов — это такое мно- 
жество ГС. Ё*, для которого существует нормирующая сфера, общая 
всем его функционалам. 

Если ГС. Е* равно-непрерывное множество функционалов и х„->0, 
то }(5„) 0 равномерно на Г. В самом деле, обозначая через И нор- 
мирующую сферу множества Г, мы имеем |х„/И|->0 и 0 = чар 1 (а, < 


<|[2„/(|, откуда р |(Г (х„)| —0. 


ТЕОРЕМА 1. Равно-непрерывное множество функционалов ограничено. 
Доказательство. Пусть Г равно-непрерывное множество функ- 
ционалов и (0 его нормирующая сфера. Возьмем любое ограниченное 
множество СС Е. Мы будем иметь 
зир |{(2)| < зар[2/С|=|6/И| < ®. 
ТЕГ, хЕС хЕС 

Итак, множество функционалов Г ограничено на любом ограниченном 
множестве точек Е. Следовательно, оно ограничено как множество точек 
Е*, что и требовалось доказать. 

Мы будем говорить, как это обычно принято, что одна топология 
«слабее» другой (или вторая «сильнее» первой), если всякое множество, 
открытое в смысле первой топологии, открыто и в смысле второй. Это 
эквивалентно тому, что: если т, есть точка прикосновения множества 
С в смысле второй топологии, то х, есть точка прикосновения С и в 
смысле первой. Далее из этогои следует, что: если х„->х, в смысле 
второй топологии, то х„-—>х, и в смысле первой; последнее обстоя- 
тельство обозначают, говоря, что первая сходимость «слабее» второй 
(вторая «сильнее» первой). Из этого следует, наконец, что: если мно- 
жество С ограничено в смысле второй топологии, то оно ограничено 
и в смыеле первой. 
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ТЕОРЕМА 2. Выпуклая топология всегда слабее своей (сс) топологии. 

Доказательство. Достаточно доказать, что всякая выпуклая 
окрестность нуля в Е (сс) открыта. Пусть 0 некоторая выпуклая 
окрестность нуля в РЕ. 

Пусть множество Г есть множество всех /ЕЕ*, для которых 0 
является нормирующей сферой. Согласно теореме 1, это множество 
ограничено, а потому 


И. =© (пр 7 (2) | < 1) 
х Г 
есть (сс) окрестность нуля. Возьмем любое ЕЕ. Легко видеть, что 
ан |. По определению множества Г мы имеем зар |} {х)| < 
ЛЕГ 


<—|х/0|, но, согласно следствию Банаха, для некоторого {Е Г выпол- 
няется | (2) =|х[0!, а потому |/0.|=зар!{(2)|=|х/0| и, следова- 
1ЕГ 


тельно, 


И=6 а < =6 (2101 < 4) =0,. 


Итак, открытое множество 0 (сс) открыто, что и требовалось дока- 
зать. 

При доказательстве этой теоремы мы существенно пользовались 
выпуклостью топологии в Е. Она неверна, вообще говоря, когда 
Е линейное топологическое пространство. 

ТЕОРЕМА 3. Класс множеств, ограниченных в Е, составляет часть 
класса (сс) ограниченных множеств. Есла Е локально выпукло, то эти 
два класса совпадают. 

Доказательство. Пусть СС Е ограничено. Тогда, каково бы 
ни было ограниченное множество ГС. Ё*, мы должны иметь 

‚ОР. < > 
но это и означает, что С (сс) ограничено. В самом деле, какое бы мы 
ни взяли множество ( из приведенного семейства (сс) открытых мно- 
жеств (8), мы будем иметь 


ар [1(5)| <а) для а>0, 


а потому при достаточно большом а СсСа0. 

Если же ЕЁ локально выпукло, то и, обратно, всякое (сс) ограничен- 
ное множество будет, по теореме 2, просто ограничено. Теорема 
доказана. 

ТЕОРЕМА 4. Для того, чтобы класс ограниченных множеств в Е* 
совпадал с классом равно-непрерывных множеств, необходимо и доста- 
точно, чтобы топология в Е была сильнее (сс) топологии. Если Е 
локально выпукло, то это значит, что обе топологии в нем совпадают. 

Доказательство необходимости. Пусть всякое ограниченное 
множество ГС-Е* равно-непрерывно. Докажем, что топология в Ё 
сильнее (сс) топологии. 
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Покажем сперва, что всякое множество вида (8) содержит окрест- 
ность нуля. Итак, пусть 


ААА И 


где ГС Е* — ограниченное множество. По предположению Г равно- 
непрерывно. Пусть И нормирующая сфера множества Г. Тогда 


зир | 1(2) | = [4/0 | 
ДЕР 


и, значит, /С-И.. Возьмем теперь любое (сс) открытое множество (”С- Е. 
Докажем, что оно открыто. Пусть 2.60’. Множество И’ — 2» есть (сс) 
окрестность нуля и, согласно теореме 6 главы 1, содержит в себе (сс) 
окрестность нуля «Р(0!, 0,, ..., 0,), где а>0 и множество 
0; вида (8). Но каждое И; содержит, как мы сейчас установили, 
окрестность нуля И;, а потому 


0-х РИ Эк ОО № ВОО, 


где И— некоторая окрестность нуля. Окончательно хх, НИС О’, т. е. 
х, есть внутренняя точка (сс) открытого множества ИП’. Ввиду произ- 
вольности точки 2. Е 0’ множество И’ открыто. 

Итак, топология в Е сильнее (сс) топологии. Если, сверх того, 
Е локально выпукло, то, применяя теорему 2, мы видим, что основ- 
ная и (сс) топология эквивалентны. Необходимость доказана. 

Доказательство достаточности. Пусть топология в Е 
сильнее (сс) топологии. Возьмем ограниченное ГС-Ё* и докажем, что 
оно равно-непрерывно. 


Множество (8) И=ф (эр | { (2) |< 1) есть (сс) окрестность нуля. 
2% УЕ 


Согласно предположению, И есть окрестность нуля. Далее, каковы бы 
ни были ЕЕ и К ЕГ, мы имеем 


Рона 


откуда следует, что И есть нормирующая сфера, общая всем функцио- 
налам из Г. Итак, Г равно-непрерывно. 

Применяя теорему 1, мы видим, что класс ограниченных мнбжеств 
совпадает с классом равно-непрерывных множеств в ЕЁ*. Достаточность 
доказана. 


ЛЕММА 1. В пространстве Е всякая сходящаяся в себе последователь- 
ность ограничена*. 


Доказательство. Пусть Е — линейное топологическое простран- 
ство, {х„} — сходящаяся в себе последовательность. Возьмем любую 


окрестность нуля И. Надо установить существование такого Ю > 0) 
что 


ЕЙ. И 


* Этот факт доказан Нейманом в (?). 
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Вследствие топологии Е, мы можем выбрать окрестность нуля У так, 
чтобы У - УС 0, и окрестность нуля И" так, чтобы ИСай при любом 
а > 1. Пой’ найдем М такое, что 7, —ХнЕЙ’ прип > №. Далее найдем 


й > 1 такое, что , Е АУ при п=1,2,..., М. При п > М мы будем иметь 
в=н + (12, — у) ЕЛУ-И С ВУЛ С №0. 
При п< № 
2, ЕС АУУ) СМ. 


Таким образом, при любом п, т. Е ВИ, что и требовалось доказать. 

ТЕОРЕМА 5. Если топология Е сильнее (сс) топологии, то Е* 
полно. 

Доказательство. Пусть {/,} С Е*—сходящаяся в себе после- 
довательность. Согласно лемме, она ограничена, а по теореме 4 она 
равно-непрерывна. Пусть ИС. Е—ее нормирующая сфера. Мы имеем 

|1 (<) | < 2/0 |, п=1,2,... (9) 


Фиксируем произвольные ЕЁ. Из (-—|,)->0 при п->ю, 
т—> со следует, что |], (1) — ]„ (2) | —>0, т.е., существует Ни}, (2) = 
п-—со 
=] (5). ] (х)есть аддитивный и однородный функционал. Формула (9) по- 
казывает, что при любом ХЕЁЕ 
|7 (2) | < | 2/Ч |. 

Следовательно, }(5) есть линейный функционал. Докажем, что |, >|, 
Иначе говоря, надо доказать, что 

зир | 1 (2) —1(2) |0, 

хЕС 
каково бы ни было ограниченное С С Е. 


Для всякого ограниченного С С Еиз>>0 можно указать / такое, 
что при п> М, т> М, 


ор [7 (1) — 1 (<) | =. 
хЕС 


Фиксируем любое п > М и %ЕС. Каково бы ни было т > М, будем 
иметь | ]„ (2) — {и (7) | <=. Следовательно, в пределе при т-> со 


|» (2) —1(2) | <е. 
Это имеет место для любого хЕС, а потому 


вор [/» (2) —/ (2) | =. 
хЕС 


Итак, |„->/, что и требовалось доказать. 
$3. Слабые топологии. Пространство 2-й 
категории 


Введем в пространстве ЕЁ слабую топологию. Для этой цели нам 
послужит приведенное семейство множеств вида 


О-о сиу, (10) 
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где { пробегает пространство Ё*. Множество О есть выпуклое окруже- 
ние нуля, причем | 2/0 | = | }(2) |, откуда видно, что И окружает нуль 
открытым образом. Далее, в силу следствия Банаха, каково бы ни было 
тЕЕ, х-=0, среда множеств из приведенного семейства (10) найдется 
множество 0 с | 2/0 | > 0. Итак, приведенное семейство (10) удовле- 
творяет условиям теоремы 5 гл. 1, а потому слабая топология 
выпукла. 

Если мы заметим, что (Й из семейства (10) симметрично относи- 
тельно нуля, то мы сможем применить к слабой топологии теорему 6 
гл. 1. Мы увидим тогда, что система множеств 


О (2) [< %, [1 (®) | <, +... ›| (< а), 
где |, [»›...НыСЕ* и &>0 составляет полную систему слабых 
окрестностей нуля в Ё. Из этого следует, что наша слабая топология 
эквивалентна той «слабой» топологии, которую Вехаузен вводил в нор- 
мированном пространстве [см. (*), стр. 166], а вслед за тем В. Шмульян 
в общем локально выпуклом пространстве [см. (°°), стр. 426]. 

Так же как и выше, следствие 4 теоремы 6 гл. 1 убеждает нас, что 
слабая сходимость т, к х (запись: х„сл->1) означает: [(х„)—](х) 
для любого [ Е Ё*. Из следствия 2 теоремы 6 гл. 1 вытекает, что слабая 
ограниченность множества С С- Е означает: р |1(5) | < < для любого }*. 

х 


Слабая топология в Е слабее основной и тем более второй сопряжен- 
ной. Если ЕЁ не локально-выпукло, слабая топология может выродиться, 
так же как и (сс) топология. Но, так же как и в том случае, слабая 
топология наверняка будет выпукла, если в Е существует конечная 
выпуклая окрестность. 

В пространстве Ё* можно определить аналогичным образом слабую 
топологию функционалов. Для этой цели послужит нам приведенное 
семейство 


У-6 (119 1< 1), 


где х пробегает все пространство Е. 


Слабая топология функционалов выпукла даже в том случае, когда 
топология в Ё не выпукла, а только линейна. Она, вообще говоря, не 
совпадает с той слабой топологией, которую можно было бы опре- 
делить в Ё*, рассматривая его не как пространство, сопряженное 
к Д, а как исходное пространство, в котором за основную топологию 
принята сопряженная топология. С этим обстоятельством встречался 
еще Банах [ом. (*), стр. 239]. Слабая топология функционалов всегда 
слабее собственной слабой топологии пространства Ё*. 

Слабая сходимость функционалов |, ЕЁЕ* к [ЕЕ* означает, что 
1, (2) >1(2) для любого хЕЁЕ (запись: [,сл->{). Слабая ограничен- 


* Используя это обстоятельство, Вехаузен мог бы значительно сократить 
свои рассуждения в (*) (стр. 166 и 168). 
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ность множества функционалов ГС-Ё* означает, что зар | [ (2) | < со 
ТЕГ 


для любого ХЕЁБ. 

Относительно этой слабой ограниченности множеств функционалов 
мы докажем сейчас весьма важную теорему. 

ТЕОРЕМА 6. Пусть пространство Е второй категории. Тогда всякое 
слабо-ограниченное множество функционалов ГС: Е* равно-непрерывно *. 

Доказательство. Пусть ГС. Е* слабо-ограниченное множество 
функционалов. Положим 


И=Ф (р |1 (2) | < 1). 
2 ЛЕГ 
Это множество выпуклое. Далее, аЙ=ф (зар |]()| <а) для а>0, 
ря ТЕГ 


а потому, каково бы ни было ЕЁ, если обозначить й=вмр |} (2) | 
ТЕГ 
(0<=й<о), то 
ЕВ при =>0, 
хпопЕ (# —з) ( при О<=<й. 
Итак, /`— выпуклое окружение нуля, причем 


Вад) |. (11) 


Последнее равенство указывает, что из |5/(|=1 следует хпоЕЙ. 
Итак, О окружает нуль открытым образом. 


Обозначим, как всегда, через ( замыкание (. Согласно формуле (11), 
будем иметь 


05619010 =6 (р |=1). (12) 
Докажем, что 
П=0 (10| =\). (13) 


Благодаря формуле (12) для этого достаточно показать, что 
© (зр|/ (<) | < 1) замкнуто. Но это множество есть пересечение мно- 
х 1ЕГ 


жеств © (|}(<)| <1) по всем ТЕГ, а каждое из последних является 
х 


дополнением к множеству 


$ (1/91 1)=518( >10, $ И®<-01, 
которое открыто вследствие непрерывности функционалов }(х). 
Формула (13), таким образом, установлена, а из нее следует, что 


| 9/0 |=4. 


Применяя к выпуклому окружению нуля открытым образом И 
теорему 2 гл. 2, мы видим, что И открыто. Формула (41) указывает 
теперь, что 0 есть нормирующая сфера множества Г. Итак, Г равно- 
непрерывно, что и требовалось доказать. 


* Ср. (5), стр. 133. 
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Следствие 4. Если Е второй категории, то класс ограниченных 
множеств в пространстве Е* совпадает с классом равно-непрерывных 
множеств. 

В самом деле, по теореме 1 любое равно-непрерывное множество 
функционалов ограничено. Но всякое ограниченное множество функцио- 
налов тем более слабо ограничено и, согласно теореме 6, равно-непре- 
рывно. 

Следствие 2. Если Е второй категории, то его топология сильнее 
(сс) топологии. Если, кроме того, пространство Е локально вытукло, 
то эти две топологии совпадают. 

Это следует из теоремы 4 и из предыдущего следствия 1. 

Следствие 3. (Принцип сгущения особенностей). 
Если Е второй категории, то всякое слабо ограниченное множество ли- 
нейных функционалов ограничено *. 

Это следует из только что доказанной теоремы и из теоремы 1. 

Мы называем следствие 3 принципом сгущения особенностей, потому 
что его утверждение эквивалентно следующему: 

если для последовательности |, Е Е* существует ограниченная по- 
следовательность 2, ЕЁ с Им | |, (5) | = со, то существует хЕЁ, для 

п 


—фсо 


которого т | |, (7) | = ®. 


п-»со 

В такой своей форме следствие 3 действительно является своего рода. 
принципом сгущения особенностей для последовательности линейных 
функционалов [см. ('), стр. 24 и 81]. 

Следствие 4. Если Е второй категории, то Е* полно. 

Это следует из теоремы 5 и следствия 2. 

По свидетельству Банаха в (*), стр. 239, С. Мазур заметил, что 
некоторые теоремы Банаха о линейных функционалах в нормированном 
пространстве остаются верными в пространстве типа (Г), если в усло- 
виях теорем требование ограниченности норм |]„| функционалов „Е Е* 
заменить требованием, чтобы последовательность |, (5) была ограничена 
на некоторой окрестности нуля. 

Сравним теперь, после доказательства теоремы 6, это обобщение 
в нашим. 

Пусть последовательность }„(х) ограничена на некоторой окрестности 
нуля 0, 

вр 11, (2) =а<%. 


хЕОо, п=1,2, ... 


Обозначим через И выпуклую оболочку И., т. е. соединение всех 
п 

множеств вида ^,(/, (+... ^„О., где ^; =0, У №=1. Как оо- 
=1 

единение окрестностей нуля, это есть окрестность нуля и к тому же 

выпуклая. 


* Ср. (") стр., 80, теорема 5. 
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Вследствие линейности },(5), мы будем иметь 


_ р 1» (2) | =а 
хЕО, п=4, 2, ... 


Возьмем любое хЕЕ. Мы имеем, согласно замечанию 4, гл. 2, $1, 


0=6 (2/0 |<1), 


> -ь 
а потому 12/0) ЕЦ и, следовательно, каково бы ни было п, 


ь(т=от)| = 


„|< 2/50 |. 


откуда 


1 
Мы видим, что - О есть нормирующая сфера последовательности. 


Итак, эта последовательность равно-непрерывна. 

Если, наоборот, последовательность |, равно-непрерывна, то ясно, 
что она будет ограничена на некоторой окрестности нуля, например, 
на своей нормирующей сфере. 

Предшествующее рассуждение показывает нам, что обобщение Мазура 
сводится к тому, чтобы называть «ограниченным» равно-непрерывное 
в нашем смысле множество функционалов. Пространство типа (Г), кото- 
рое имел в виду Мазур, есть линейное топологическое пространство 
2-й категории. Согласно следствию 1 теоремы 6, «ограниченность» мно- 
жества функционалов в смысле Мазура совпадает для такого простран- 
ства с ограниченностью в нашем смысле. 

Однако, в пространстве 1-й категории это будет не всегда так. 
Теорема 1 этой главы в общем случае не может быть усилена даже 
если ограничиваться только локально-выпуклыми пространствами, а по- 
тому класс множеств функционалов «ограниченных» в смысле Мазура 
будет составлять лишь правильную часть класса множеств, ограничен- 
ных в нашем смысле. 

В качестве примера возьмем любое пространство Е типа (В), считая 
основной его топологией слабую топологию. Пространство линейных 
функционалов Е*, по самому определению слабой топологии, будет 
такое же, как и для пространства Ё с топологией по норме. Но так 
как класс слабо ограниченных множеств в нормированном пространстве 
совпадает с классом ограниченных множеств [(*), стр. 80, теорема 6], то 
топология в Е*, сопряженная к слабой топологии нормированного про- 
странства Е, будет совпадать с топологией, сопряженной к топологии 
Е по норме, т. е. будет являться топологией функционалов по норме. 

Отсюда следует, что вторая сопряженная топология в Е будет топо- 
логией по норме в Ё. 

Итак, если в пространстве Е типа (В) за основную топологию при- 
нять слабую топологию, то (сс) топология будет совпадать с топологией 
по норме. Теперь достаточно взять в качестве Е такое пространство 
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типа (В), в котором топология по норме не эквивалентна слабой топологии , 
чтобы получить пример локально выпуклого пространства, где основная 
топология и (сс) топология не эквивалентны друг другу. Теоремы 1 
и 4 убеждают нас, что в Е существуют ограниченные, но не равно- 
непрерывные множества функционалов. 


$4. Полное пространство. Пространство 2-й категории 


Полное метрическое пространство—2-й категории. Но неметрическое 
локально-выпуклое пространство может быть полным и 14-й категории 
[см. (*), стр. 167]. Мы установили в предыдущем параграфе принцип 
сгущения особенностей для Ё, предполагая, что Е 2-й качегории. Сейчас 
мы распространим этот принцип на полные пространства Ё. 


ЛЕММА 2. Пусть Е локально выпукло и полно. Пусть {а„} — последова- 


со 


тельность положительных чисел с 2% а, < < и {х„} — ограниченная по- 


1 
со 


следовательность точек Е. Тогда ряд у= в а, т, сходится в Е, т. е. 
1 


п 
у= Пи ув, где у, = —\ а; т.. 
п > < 4 


Доказательство. Пусть О — выпуклая окрестность нуля. Мы 
имеем для п < т 


[ут ун/ =] У а /И |= Уч ан/ И. 
+1 ® +1 
Вследствие же ограниченности {7„} мы имеем |1,/0 |< (&=1,2....), 
а потому 


т 
[9—9 /О| =й № @:. 
п+1 
Для заданного з>0 можно указать М такое, что при п, т> № 


т 
5 
№ а <; . Для этих значений п и т будет |у„—у„/И|=<:. Итак 
п+1 
(у„— у») —>0, когда п —> © и т-> сю. Лемма доказана. 


ТЕОРЕМА 7. Если локально-выпуклое пространство Е полно, то 
всякое слабо ограниченное множество функционалов ограничено. 

Доказательство. Благодаря доказанной сейчас лемме, доказа- 
тельство этой теоремы может быть заимствовано из заметки Л. Канторо- 
вича (**), где она доказана в совершенно иных предположениях. Соот- 
ветствующие свойства пространства, необходимые при доказательстве 
Л. Канторовича, будут заменены у нас свойством, доказанным в лемме. 

Будем доказывать от противного. Предположим, что последователь- 
ность {],} С Е* не ограничена. Докажем, что тогда она даже не слабо 
ограничена. 
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— 


Согласно предположению, существует последовательность положи- 
тельных чисел е„-—> 0’ таких, что е,„ }, не стремится к 0. Переходя к час- 
тичной последовательности е„,, мы можем добиться того, 


что 
ХИ |< ® (14 
в=1 
и 
м Гал (2) | 28> 0. (14-513) 
для некоторой ограниченной последовательности {2} СЕ. Положим 
Ч. =У ель То (15) 
Е и. (15-513) 


Если для какого-то х х,) не стремится к О при по, то 
Ко? п № 5 


тогда ня Г (ть) | = ©©, и теорема доказана. 
ле теперь, что для любого х, (Ё=\1,2,...) 
8" (2) >0 — прип—>о. (16) 
Но 1, —>0 при А-> со, а потому для любого #,„ (п=1,2,...) 
т (2,) —0 при А-> <. (16-13) 


Определим теперь по индукции последовательность целых чисел т» 
так, чтобы 
1 1 
| бт. (2„,) | = Ао тт (%„,) | = 0% (17) 
1 1 
| бту, (2т,) = ОЕ ° ***? | бт, (и, ,) рок. 


Это возможно вследствие формул (16), (16-515). 
Согласно лемме, из (14), ограниченности {5} и (15-15) следует, 
т 
что последовательность у» = р т„, сходится в себе. Так как Е полно, 
в=1 
существует 


В 0 = ри 


п-»со 


Формулы (17) дают нам для любого Ё 
бт (2) — бт, (1 т, | = = - 
Из (14-Ь1з), (15), (15-518) вытекает теперь 


1 
Эт; (о) > 8 — 5 


Итак, последовательность 2, не сходится слабо к нулю. Соглаено (15), 
последоврательность }, не слабо ограничена, что и требовалось доказать. 


3 Известия АН, серия математическая, № 4. 


204 Ю. Ф. СИРВИНТ 


Мы установили принцип сгущения особенностей в двух предполо- 
жениях: а) Ё 2-й категории, 6) Е полно. В общем случае он не имеет 
места. 

ТЕОРЕМА 8. Если выпуклая топология в Е эквивалентна (сс) топо- 
логии, то всякое слабо ограниченное множество точек Е ограничено. 

Доказательство. Пусть СС. Е слабо ограничено. Если рас- 
сматривать С как множество из Ё**, то оно есть слабо ограниченное 
множество линейных функционалов, определенных в Ё*. Согласно 
теореме 5, Е* полно. Из теоремы 7 следует, что С (сс) ограничено, 
т. е. просто ограничено, что и требовалось доказать. 

Следствие. Если локально-выпуклое пространство Е 2-й кате- 
гории, то всякое слабо ограниченное множество в нем ограничено 
[ср. (*), стр. 80, теорема 6]. 

Для доказательства достаточно применить следствие 2 теоремы 6. 

Для линейного топологического пространства Ё последнее утверж- 
дение неверно. Например, нигде не выпуклое пространство все целиком 
есть слабо ограниченное множество. Можно показать, на чем мы сейчас 
не будем останавливаться, что следствие теоремы 8 неверно даже для 
такого линейного топологического пространства, в котором существует 
выпуклая конечная окрестность нуля. 

ТЕОРЕМА 9. Если Е 2-й категории, то для слабой сходимости 
последовательности |, ЕЕ* необходимо и достаточно, чтобы 

1) последовательность {|,} была ограничена, 

2) последовательность чисел |, (5) сходилась на везде плотном мно- 
жестве точек х. * 

Необходимость вытекает из следствия 3 теоремы 6. Достаточность 
может быть легко установлена, если использовать то, что ограниченная 
последовательность {],}, согласно следствию 1 теоремы 6, равномерно 
непрерывна. 

Пространство Е называется сепарабельным, если в нем некоторое 
исчислимое множество точек везде плотно. 

ТЕОРЕМА 10. Если Е 2-й категории и сепарабельно, то всякое 
ограниченное мноэжество функционалов слабо компактно (т. е. любая 
ограниченная последовательность |, содержит частичичнуию последова- 
тельность, слабо сходящуюся к некоторому [Е Е*)**. 

В самом деле, достаточно при помощи диагонального процесса выде- 


лить из {]»„} последовательность, сходящуюся в каждой точке везде плот- 
ного исчислимого множества. 


Глава 4 


Пространство секвенциально линейных функционалов 


Эта глава параллельна предшествующей. Ее смысл заключается 
в следующем. Многие результаты главы 3 получены нами в предположе- 


= Ср ето. 123. и 154. 
Ср) стр. 123 теорема Зи стр 39. 
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нии, что Е 2-й категории (теоремы 6, 9, 10). Такое предположение имеет 
смысл, когда Ё — метрическое пространство. Тогда мы имеем возмож- 
ность легко установить, что Е 2-й категории, установив, что оно полно, 
а последнее обычно не представляет затруднений. Но именно в том 
случае, когда ЕЁ — линейное топологическое метрическое и полное про- 
странство, т. е. пространство типа (РГ), упомянутые теоремы главы 3 
становятся элементарнейшими частными случаями теорем С. Мазура 
и В. Орлича из (°) и из ('), стр. 239. В том же случае, когда Е — общее 
линейное топологическое пространство, мы не имеем никакого простого 
критерия того, что оно 2-й категории. 

В этой главе мы получим те же результаты, исходя из предполо- 
жений, касающихся сходимости элементов в Е. Таким образом, можно 
было бы сказать, что мы покидаем «окрестностную» точку зрения 
и становимся на «секвенциальную», если бы мы не оставляли в силе пред- 
положения, что ЕЁ локально-выпукло. Так, в теореме 7 прошлой главы 
мы соединили предположение, что Е локально-выпукло с чисто секвен- 
циальным предположением, что Ё полно. 

Итак, в дальнейшем всегда пространство ЕЁ есть локально-выпуклое 
пространство. Мы будем оговаривать лишь дополнительные предполо- 
жения относительно Е. Что же касается возможных обобщений на линейное 
топологическое пространство, то они совершенно аналогичны тем, 
которые указывались вгл. 3. Дело в том, что каждое утверждение гл. 4 
дуально к некоторому утверждению гл. 3. Поэтому, пользуясь текстом 
гл. 3, можно без труда провести и в гл. 4 обобщение па линейные 
топологические пространства. 


В дальнейшем мы не будем останавливаться на этом. 


$1. Секвенциальная топология 


Нам придотся прежде всего выяснить некоторые принципиальные 
факты, относящиеся к секвенциальной топологии. 

Аналогично определению «точки прикосновения множества С С- Еъ, 
данному вгл. 2, $ 1, дадим сначала определение «предельной точки 
множества СС ЕЁ». 

Мы будем называть х ЕЁ предельной точкой множества С, если 
существуют 2, ЕС (п=1,2, ...) со свойством 2, -—> т. 

Таким образом, всякая предельная точка множества С есть и его 
точка прикосновения [см. определение сходимости в $$ 1, 3]. В метри- 
ческом пространстве верно и обратное. Это следует из того, что метри- 
ческое пространство удовлетворяет первой аксиоме счетности. 

Множество ГС. Е, содержащее все свои предельные точки, будем 
называть секвенциально замкнутым. Таким образом, всякое замкнутое 
множество непременно секвенциально замкнуто. В метрическом про- 
странстве верно и обратное. Множество (СЕ мы будем называть 
секвенциально открытым, если его дополнение секвенциально замкнуто. 
3* 
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Таким образом определяется секвенциальная топология в простран- 
стве Ё. Если Е — метрическое пространство, то секвенциальная тополо- 
гия совпадает с основной, но в общем случае это не так. Секвенциаль- 
ная топология в иных случаях может быть даже топологией по норме, 
а основная только выпуклой. Так, например, если в пространстве { 
суммируемых последовательностей вещественных чисел х= (&,, &,, ...), 


со 
пер У |. | < со, за основную топологию принять слабую топологию 
п=1 


элементов, то нормельная топология будет секвенциальной топологией 
[см. (*)]. Между тем эти две топологии в { неэквивалентны; в самом 
деле, со второй топологией / локально-конечно, а с первой нет [см.(*), 
стр. 168, теорема 17], значит, в этом случае основная топология не 
есть топология по норме. 

Для секвенциальной топологии удовлетворены, как это легко уста- 
новить, аксиомы 1, 2 гл. 1, $2. Следовательно, для каждого мно?кества 


СС Е существует секпенциальное замыкание С С ЕЁ, т. е. наименьшее 
секвенциально замкнутое множество. содержащее С. Очевидно, 


бб. (1) 


Для того чтобы уяснить себе, в каком соотношении находятся множе- 


ства С и С, сделаем слодующее. Присоединим к С все его предельные 
точки и обозначим построенное таким образом множество через С,. 
Предельные точки соединения множеств С и С, составят множество С,. 
Так мы получим, продолжая этот процесс, своего рода бэровскую над- 
стройку над множеством С. Легко видеть, что вся эта бэровская над- 
стройка в целом, т. е. Се, где ® — первое трансфинитное число третьего 
класса ординальных чисел, есть секвенциально-замкнутое множество, 
причем 


о 


Исследование подобной бэровской надстройки для секзенциальной слабой 
топологии функционалов в пространстве типа (В) ом. (*), стр. 208—217. 

Функционал ] (1), непрерывный в смысле секвенциальной топологии, 
мы будем называть секвенциально-непрерывным. Можно легко устано- 
вить, что функционал ](2), определенный на Е, секвенциально-непре- 
рывен тогда и только тогда, когда х„—>х всегда влечет } (х„)—> } (х) 
[см. ("*), стр. 492]. Всякий непрерывный функционал секвенциально- 
непрерывен. В метрическом пространстве верно и обратное. 

То, что мы назвали секвенциальной непрерывностью, есть весьма 
естественное понятие, которое Г. М. Фихтенгольц в ('*) называет просто 
«непрерывкостью». 

Секвенииально-линейным мы будем называть функционал 1(<) адди- 
тивный и сокъенциально-непрерывный. Линейное пространство всех 


” См. об этом в работе Ф. Хаусдорфа (12), стр. 490 и 493. 
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секвенциально-линейных функционалов |, определенных на Ё, мы будем 
обозначать через Е°. Очевидно, Ё* С Е°. 

Сопряженная топология и слабая топология функционалов, которые 
были раньше определены в Е*, могут быть легко продолжены на все 
пространство Е°. Это можно осуществить при помощи приведенных 
семейств, взятых соответственно в виде (4) и (7) (см. гл. 3), где надо 
считать } точками Е°, удовлетворяющими условию, написанному в ( ). 
Пространство Е° будет локально-выпукло как со скоей основной (сопря- 
женной), так и со своей слабой топологией функционалов. Сходимость 
элементов Е” будет иметь тот же смысл, что и выше, т. е. 

И р —>0, если р}, (<„,) —>0, какова бы ви была ограниченная после- 
довательность {х„} СА. 

П)  сл—>0, если, каково бы ни было хЕЁ, } (2) ->0. 

Ограниченность множеств функционалов будет иметь тот же смысл, 
ТО ВУЕ, 9.17 6- 

[-а) {{/} С. Е° ограничена, если, какова бы ни была ограниченная 
{2} СВЕ, {1,(2„)} ограничена. 

П-а) {1} С Е” слабо ограничена, если, каково бы ни было %ЕЁ, 
{1, (5)} ограничена. 

Теперь мы можем снова определить (сс) топологию и слабую топо- 
логию в Е. Отправляясь от пространства Е® с сопряженной топологией, 
можно построить пространство Е°° и, как легко видеть, Е С. Е<°, а по- 
тому вторая сопряженная топология и слабая топология функционалов 
в Е°° определены, в частности, в пространстве Е. Непосредственно 
они могут быть определены при помощи приведенных семейств соот- 
ветотвенно (8) и (10) в гл. 3. Но теперь мы будем считать в формуле (3) 
гл. 3, что Г пробегает класс всех ограниченных множеств пространства 
Е°, т. е. класс более обширный, чем в гл. 3; в формуле же (10) гл. 3 
мы будем считать, что } пробегает все пространбтво Е®. Итак, (сс) 
топология и слабая топология элементов в том смысле, в каком эти 
термины будут употребляться в этой главе, есть более сильные топо- 
логии, нежели соответственно (сс) топология и слабая топология эле- 
ментов в гл. 3. 

Таким образом, 

ПП) последовательность х„ (сс) —>0, если, какова бы ни была огра- 
ниченная последовательность {1} С Р°, {, (2,) —>0; 

ГУ} последовательность 1„сл—>0, если, каково бы ни было [Е Ё®, 


1 (т) > 0. 

ПГа} {21 СИ (сс) ограничена, если, какова бы ни была ограничен- 
ная последовательность {{,} С 2°, {{, (1,)} ограничено; 

ГУ-а) {2} СЕ слабо ограничена, если, каково бы ни было [Е Е°, 
{1 (5„)} ограничено. 

Пространство Е”, с которым мы имеем дело в этой главе, рассма- 
тризалось Фихтенгольцем в (*°). Согласно его терминологии, Е° — это 
семейство функционалов, порожденное основной сходимостью про- 


странства Е. Условия, которые Фихтенгольц налагает на сходимость 
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[см. (1°), стр. 195, условия [— ТУ], очевидно, выполнены всегда, когда 
Е— линейное топологическое пространство. Слабая сходимость элементов 


Еесть втерминах Фихтенгольца «сходимость, порожденная семейством Е?» 
[см. ("°), стр. 197]. 


$ 2. Равно-непрерывность и (сс) сходимость 


Согласно определению секвенциальной непрерывности, естественно 
назвать множество функционалов ГС Е° равно-непрерывным, если оно 
таково, что всегда 5, —> 0 влечет } (1) —> 0 равномерно на Г. Класс таких 
множеств более обширен, чем класс равно-непрерывных множеств 
в смысле гл. 3. 

На языке последовательностей — языке стой главы — определение 
равно-непрерывности, как нетрудно видеть, может быть сформулировано 
так: 

Г-5) последовательность {],} С Е° называется равно-непрерывной, 
если, коль скоро х„—>0, выполняется }, (5„) —> 0. 

ТЕОРЕМА 1. Равно-непрерывное множество функционалов огра- 
ничено. 

Доказательство. Достаточно доказать теорему для равно-непре- 
рывной последовательности. Итак, пусть {],} С Е° равно-непрерывна. 
Предположим, что {},} не ограничена. Тогда, согласно ]|-а, для какой-то 
ограниченной последовательности {х„} СЁ имеем 


®—со 


Следовательно, существуют такие положительные „—>0, что 


Пт С (=„) == 9% 
п>с 
С другой стороны, последнее соотношение невозможно, потому что 


{т„} ограничено, а значит =,7„—>0 и вследствие равно-непрерывности 
{{.} должно быть (см. 1-Ь) 


Пане.) =0. 


Следовательно, {},} ограничена, что и требовалось доказать. 

ТЕОРЕМА 2. Сходимость в Е слабее (сс) сходимости. 

Доказательство. Наша (сс) топология, как мы замечали, силь- 
нее (сс) топологии в смысле гл. 3, т. е., согласно теореме 2 гл. 3, она 


сильнее основной топологии в Ё. Следовательно, и (сс) сходимость 
сильнее основной. 


ТЕОРЕМА 3. Класс множеств, ограниченных в Е, совпадает с клас- 
сом (сс) ограниченных множеств в Е. 
Доказательство. Пусть {5,} СЁ ограничено. Тогда (см. Г-а), 


каково бы ни было ограниченное {/,} С Е°, {|, (х,)} ограничено. Это 
ш означает (см. Ш-а), что {5„} (сс) ограничено. 
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Если теперь {7„} (сс) ограничено, то оно будет и просто ограничено 
в силу теоремы 2. 

ТЕОРЕМА 4. Для того, чтобы класс ограниченных множеств сек- 
венциально линейных функционалов совпадал с классом равно-непрерывных 
множеств, необходимо и достаточно, чтобы сходимость в Е совпадала 
с (сс) сходимостью *. 

Доказательство необходимости. Пусть всякое ограничен- 
ное множество ГС Е” равно-непрерывно. Докажем, что сходимость 
в Е сильнее (сс) сходимости. Очевидно, достаточно доказать, что всякая 
последовательность х„, стремящаяся к нулю, будет и (сс) стремиться 
к нулю. Пусть х,—>0. Возьмем любую ограниченную {1} С Е° и рас- 
смотрим последовательность чисел }|,(х„). Ввиду равно-непрерывности 
{/„}} имеем (см. 1-Ь) {, (5,) —>0. Следовательно, согласно Ш, хи (сс) > 0. 
Таким образом, сходимость в Е сильнее (сс) сходимости. Применяя 
теорему 2, мы видим, что сходимости эти эквивалентны. Необходимость 
доказана. 

Доказательство достаточности. Пусть сходимость в Е 
эквивалентна (сс) сходимости. Докажем, что всякое ограниченное мно- 
жество в Е° равно-непрерывно. Предположим, что {}„} С Е° ограничено. 
Пусть х„->0; рассмотрим последовательность чисел }[,(х„). Так как 
2» (сс) —>0, то должно быть ],„(5„)—>0. Итак, согласно 1-Ь, {{,„} равно- 
непрерывно. Достаточность доказана. 

ТЕОРЕМА 5. Если сходимость в Е совпадает с (сс) стодимостью, 
то пространство Е° полно. 

Доказательство. Пусть последовательность {}„} сходится в себе. 
Тогда она ограничена и, согласно теореме 4, равно-непрерывна. 

В силу того, что {],} сходится в себе, существует и везде конечен 


ила], (2) = 1 (2). 


1 (2) есть аддитивный и однородный функционал, определенный на Е. 
Докажем, что он секвенциально непрерывен. 
Пусть 1, —>0. Тогда 


ИУ) | < вар | (=) |, = 9... 


Вследствие равно-непрерывности {}„} мы получаем ] (х„) —>0. Отсюда 
из аддитивности (5) следует, что х„—>х влечет {(х„) —>](2). Итак, 
1ЕЕ°. Наконец, буквально так же, как при доказательстве теоремы 5 
гл. 3, мы докажем, что |, >}. 


$ 3. Устойчивая сходимость 


Сходимость элементов в Ё называется устойчивой, если для всякой 
последовательности 5, ЕЁ, т, —>О существует последовательность веще- 
ственных положительных а„—> со такая, что последовательность {а,т„} 


ограничена. 


* Это еще не значит, что топология в Е совпадает с (сс) топологией. 
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Это определение устойчивости сходимости в линейном топологическом 
пространстве эквивалентно «устойчивости сходимости» в том смысле, 
в каком этот термин употребляет Г. М. Фихтенгольц в (*°) (стр. 196 
и дальше). 

Метрическая сходимость, т. е. сходимость элементов в линейном топо- 
логическом пространстве, например, в пространстве тина (К), устойчива 
[см. (°), стр. 153]. Но мы увидим в дальнейшем, что сходимость может 
быть устойчива, не будучи метрической. 

ТЕОРЕМА 6. Если сходимость в Е устойчива, то всякое ограничен- 
ное мноэжество секвенциально-линейных функционалов равно-непрерывно. 

Доказательство. Пусть {],„} С Е° — ограниченная последователь- 
ность и х,->0. Согласно предположению, существуют а„ > 0, а, —> со 
такие, что {а,х,} ограничена. Вследствие 1-а {}, (а,х„)} ограничена. Но 


тогда ны (а,т„) = |, (2,) 0. Итак, по определению 1-Ь, {}} равно- 


мерно непрерывна, что и требовалось доказать. 

Следствие 1. Если сходимость в Е устойчива, то она совпадает 
с (сс) сходимостью. 

Это следует из теорем 1, 6 и 4. 

Следствие 2. Если сходимость в Е устойчива, то Е° полно. 

Это следует из теоремы 5 и следствия 1. 

ТЕОРЕМА 7. Если Е полно, то всякое слабо ограниченное мно- 
эжество секвенциально линейных функционалов ограничено. 

Доказательство этой теоремы совпадает с доказательством теоремы 7 
гл. 3, поскольку мы пользовались при доказательстве последней лишь 
секвенциальной непрерывностью линейных функционалов, и поскольку 
лемма, на которую мы опирались при доказательстве, имеет место 
и теперь. 

ТЕОРЕМА 8. Если сходимость в Е эквивалентна (сс) сходимости, 
то всякое слабо ограниченное множество точек Е ограничено. 

Доказательство заключается в применении теоремы 7 к Р°, имея 
в виду, что это последнее полно, согласно теореме 5. Доказательство вполне 
аналогично доказательству теоремы 8 гл. 3. 

Следствие. Если сходимость в Е устойчива, то всякое слабо 
ограниченное множество его точек ограничено. 


В самом деле, надо лишь применить следствие теоремы 6 и теорему 8. 


Множество РС. Ё такое, что И =, мы будем называть секвенциально- 
плотным в Е. Если в пространстве Ё существует исчислимое множество, 
секвенциально плотное в Ё, то будем говорить, что ЕЁ секвенциально 
сепарабельно. 

ТЕОРЕМА 9. Пусть Е полно и сходимость в нем устойчива. Для 


того чтобы последовательность {}„} С- Е° была слабо сходящейся, необ- 
тодимо и достаточно, чтобы 


А) {},} была ограничена, 


В) последовательность чисел }, (х) сходилась на секвенциально плотном 
в Е множестве точек т. 
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Доказательство веобходимости. Если {1} сл—>р то 
А) следует из этого на основании теоремы 7, а В) по определению И. 

Доказательство достаточности. Пусть {{} ограничена 
и },(2) сходится на секвенциально плотном в Ё множестве О. 

Докажем, что $} (2) = Па }, (2) существует и конечен во всех точках В. 


®—›355 
Согласно П это значит, что последовательность [, слабо сходящаяся 
в себе. Следовательно, надо доказать, что для любых СЕВ МО 
найдется / такое, что при п >= М, т- М выполняется 


Тв (х.) = | (2) | =. 


Итак, возьмем любое х, и => 0. Положим 


=, © (вор|/, (2) | < $). (2) 


Так как {/.}, по предположению, ограничено, то ( есть некоторая (сс) 
окрестность точки х, [ср. формулу (8) гл. 31. Будучи (сс) открытым, мно- 
жество (7 тем более секвенциально (сс) открыто. Согласно следствию 
теоремы 6, множество ( будет и просто ссквенциально открыто. Следо- 
вательно, Р(р, И) не пусто. Пусть 


=, ЕР(Р, О). (3) 


Согласно В} можно указать такое №, что при п = №, т > М выпол- 
няется 


:Д, (2,) — 1 (2) | < у. (4) 


Ири этих значениях т ип мы будем иметь: 


ль Ум (%) | <| Г [о ое | На а (7;) = 
=, (2—2) |1, (®,) — 1) И» (®— 2) Цеогласно (2), (3), (4)] <=. 


Итак, функционал }(5) = Им}, (2) определенен и конечен на всем 
п-+оо 

пространстве ЕЁ. Совершенно так же, как при доказательстве  тес- 
ремы 5 (гл. 3), мы установим, что {Е Е°. Наконец, по самому его опре- 
делению, /, сл —> }, что и требовалось доказать. 

ТЕОРЕМА 10. Пусть Е полно, и сходимость в нем устойчива. Если 
Е секвенциально-сепарабельно, то всякое ограначенное мнозсество секвен- 
циально линейных функционалов слабо колтактно. 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 10 гл. 3. 

Заметим, что, согласно формуле (1), требование секренцизльной се- 
парабельности более сильно, чем требование сепарабельности про- 
странства Е. Соотзетственно и результат теоремы более сильный, 
чем в гл. 3. 

Мы можем теперь подвести итог нашему очерку простейшгих свойств 
пространства Ё по отношению к сопряженному с ним пространству Е° или 
Е°. Оказывается, полнота пространства в соединении с устойчивостью 
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сходимости в нем влочет за собой те же свойства пространства Ё по 
отношению к Е°, какие влечет за собой тот факт, что Е 2-й категории, 
по отношению к Ё*. 


Построение поимеров 


Мы уже говорили о том, что некоторые основные результаты, полу- 
ченные нами, становятся частными случаями теорем С. Мазура и 
В. Орлича в том случае, когда Ё — пространство типа (Р). Это отно- 
сится к теоремам 6, 7, 9, 10 гл. Зи к соответствующим теоремам гл. 4. 

В связи с этим мы ставим себе в настоящем параграфе задачу — 
построить пример такого пространства, которое было бы локально 
выпуклым, полным и 2-й категории (предмет исследования гл. 3) и такого 
пространства, которое было бы локально выпуклым, полным ис устой- 
чивой сходимостью (см. гл. 4), прачем оба пространства не были бы 
метрическими. 

Таким образом, будет показано, что наши результаты являются 
существенным обобщением результатов Мазура и Орлича, в свою 
очередь являющихся обобщением реэультатов Банаха. 

Мы построим два упомянутых примера в том порядке, в котором 
они сейчас назваз’. ’о. этом мы будем опираться на следующие 
факты. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Ер— линейное топологическое пространство. 
Пусть Ц — полная система окрестностей нуля в Е. Предположим, что, 
каковы бы ни были последовательности ИЕ и х,ЕЁЕ таких, что т. 
О. С 2.--О„, множество 


Р(*.--0,, г,-НО.,...) 


не пусто. Тогда Е — 2-й категории. 


Доказательство. Предположим, что, напротив, 
Е=5(С,,С,, ...), 


где каждое С„ нигде не плотно (п=1,2,...). Пусть И, — любая окрест- 
ность нуля. Очевидно, должны существовать последовательность 
(„ЕЙ и последовательность х„6ЁЕ такие, что 


Тит Е лы СЕЗи-Е и т, = 0, 


Р(С„,т„--0,) пусто (п=0,1,2,...). 


Эта последовательность может быть определена по индукции. Со- 
гласно пострознию этой последовательности, множество Р [5 (С,, С 
Р (1. +0. 2.--0,,...)] оказывается пустым, и теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 2. Если в линейном топологическом пространстве Е суще- 
ствует последовательность линейных функционалов |, -= 0 таких, что, 
каковы бы ни были вещественные числа а„, а], сл-> 0, то Е 1-й категории. 


м 
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Доказательство. Обозначим 


Рь= © (4, (2) =0), 1 иди 
Е„ образуют последовательность замкнутых множеств. Каждое из Р, 
нигде не плотно. В самом деле, Г, обладает свойством: каково бы ни 
было %ЕЁ,„ и вещественное а, Ё„—х,=Р, иаЁ,=Е,. Будь Е, плотным 
в некотором открытом множестве, оно было бы плотным в некоторой 
окрестности вуля, а отсюда следовало бы, что оно везде плотно, и, 
наконец, в силу замкнутости ГР, Е=Р,, т. е. |, =0, что противоречит 
предположению. 
Докажем, что 
Во (РР був). (5) 


Предположим противное. Тогда существует х,ЕЁ такое, что [,(х.) = 


1 
= Г, == 0 при п=1,2,.... Последовательность Е |» не сл->0, потому 
т 


И 
что д (%.) =1. Это противоречит предположению относительно {}„}. 


Таким образом, формула (5) доказана, а вместе с ней и теорема. 

Установив эти предварительные факты, переходим к построению 
интересующих нас пространств. 

Пусть О — бесконечное множество элементов 4. Обозначим через Ео 
линейное пространство функций 2(4) с вещественными значениями, 
определенных на О. 

Топологизируем Ео при помощи приведенного семейства 


0=6(= (91 < 1, (6) 


где 4 пробегает все множество 0. 

Подобное приведенное семейство удовлетворяет условиям теоремы 
5 гл. 1, а потому определяемая им в Ео топология выпукла. Более 
того, оно удовлетворяет условиям теоремы 6, а потому полная система 
окрестностей нуля в Ео имеет вид 


6 (|= (4) 1< +... 24 <), (7) 


где 
=>0 и 1, 4ь,..., 4.С О. 


Таким образом, топология пространства Ео совпадает с топологией 
вещественных функций, введенной А. Тихоновым в (*°) на отр. 762 
для того случая, когда 4 — вещественные числа, а О = (0,1). 

Если множество О исчислимо, то пространство Ед становится про- 
странством $ числовых последовательностей. Тогда топология 6 есть 
метрическая, как порожденная исчислимым приведенным семейством 
(см. гл. 1,83). Согласно формуле (9) гл. 1, эта топология эквивалентна 
обычной метрической топологии пространства $ [см. ("), стр. 10]. 
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Возвращаясь снова к общему случаю любого ©, отметим, что, 
согласно следствию 1 теоремы 6 гл. 1, сходимость последовательности 
х,ЕЕо означает сходимость функций х, (4) в каждой точке 0. Таким 
образом, Ео полно. 

Ограниченность множества СС-Ео означает, согласно следетвию 2 
предложения 6 гл. 1, что функция 


Х (9) =зар |2 (9) | 
хЕа 


везде конечна, т. е. ХЕБо. 

Докажем, что для Ео выполнены условия теоремы 1. Для этого 
введем понятие опорных точек и диаметра окрестности нуля (7). Именно, 
опорными точками окрествости нуля И С-Ёо, определенной формулой 
(7), мы будем называть точки 4,, 4,,..., 4, из (7). Диаметром И мы 
будем называть число 2з, где =— число из (7). 

Опорной точкой семейства Ф окрестностей вида (7) мы будем назы- 
вать всякую точку 460, которая является опорной точкой хоть 
одного ПЕФ. 

Заметим, что, как легко показать, если (7 — окрестность нуля вида 
(7), то И может быть получена путем замены в формуле (7) всех зна- 
ков < на =. 

Предположим теперь, что нам дана последовательность И„ окрест- 
ностей вида (7) и последовательность элементов х,ЕЁЕо таких, что 


пла аа С Ти, я Ш (8) 


Построим такой элемент хЕЁЕод, т.е. такую функцию 15(4), для кото- 
рой ХЕР (2. +О,, х, НО.,...). 

В тех. точках О, которые не являются опорными точками после- 
довательности И„, функцию 2(4) можно определить произвольным об- 


Пусть теперь 4 есть опорная точка послеловательности ИЙ„. Пусть 
И, О, ... есть те из О„, для которых 4—опорная точка, 2, 2, -® 
их диаметры. Из (8) следует, что п: +=, ЕЁ. 

Какое значение может иметь число у(4), если у есть элемент Е, 

я " А м 
принадлежащий множеству 7„--О,„,? Очевидно, уе) еее 
т. е. число (9) должно заключаться в замкнутом интервале длины 
2:„, с центром в х,,(4). Обозначим этот интервал через /». Вследствие 
(3) будет 

НЫ Фе ЛЬ О РАВ) 


В качестве 2(4) вами будет взято такое вещественное число, кото- 
рое принадлежит Р\(Г,, Г,,...). 

Так определенный элемент хЕЕо принадлежит 2,--0., каково бы 
ни было п. Возьмем любую опорную точку 4 окрестности нуля О„. По 
определению элемента х, мы имеем |5 (49) —х,(4)| <е„, откуда следует, 
что Е. 60. тие. Ех, 0... 
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Иззи ео, РО...) ве пусто. Применяя теорему 1, мы видим, 
что прострачство Во 2-й категории. 

Введем теперь дополнительное предположение. Именно, предположим, 
что мощность © не меньше мощности континуума. Тогда пространство 
Ео неметрическое. 

Именно, докажем, что сходимость в Ео неустойчива. Согласно пред- 
положению относительно (0, можно однозначно отобразить О на множе- 
ство сходящихся к нулю последовательностей положительных чисел 
(мощность такого множества есть мощность континуума, см. (*), стр. 228). 
Это отображение определяет для каждого 460 последовательность 


, (9), $, (4), о5ы 


причем &, Е Ео и &,->0. 
Пусть а„— какая-то последовательность положительных чисел с 
а, —> <. Рассмотрим а„ё„. Для какого-то 4ЕО мы будем иметь &, (4) = 


Итак, последовательность @„“„ неограничена. Ввиду произвольности 
последовательности а, мы заключаем, что сходимость в Во неустой- 
чива. Значит (см. гл. 4, $3), пространство Ео неметрическоз. 

Таким образом, построен пример локально выпуклого, полного про- 
странства 2-й категории, которое не может быть метризовано. Сходимость 
в нем неустойчива. 


Общая форма линейного функционала |(х) в пространстве Ео есть 
1 (2) = сл (41) с, (4.) + .-. ся (4»), (9) 


где с,, с.,.... с, — вещественные числа, а (,,(0.,...,9,— точки множе- 
ства О, зависящие от]. Докажем это. 

Прежде всего легко видеть, что [(5) вида (9) есть линейный функ- 
ционалв Ро. Его аддитивность и однородность очевидны, кроме того, 


ФИ < О5Р [6 (2 < ет) 6 (4 < ет). 


х 


Но множество, стоящее справа, есть, согласно (6), выпуклая окрестность 
нуля. Согласно замечанию 1 гл. 3, функционал (2) линеен. 
Пусть теперь, наоборот, ] (2) — некоторый линейный функционал в Ёо. 
Положим 
о ма (10) 
‚› Ч@=5 4% 


и обозначим 
$ (4) = (д). (11) 


Функция ©(49) может отличаться от нуля лишь в конечном числе 
точек множества 0. В самом деле, предположим, что существует после- 
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имо 
довательность различных точек 41, 4,, ... такая, что ф (41) 52 0 (= 2) 
т, 
$ (9:) 
Вследствие (11) мы имеем 


Последовательность 


элементов пространства Ед стремится к нулю. 


14; ) № й 
/ . ` 
что противоречит непрерывности функционала }|(х). Итак, существуют 


такие точки 4,,4,,..., 9», в которых ф (4) == 0 в то время, как в осталь- 
ных точках ©(4) =0. Обозначим 


$ (41) = си, Ф (4,) = с», #49 $ (9п) = с». (12) 


Обратимся теперь к любому элементу ЕЕ. Рассмотрим множество 
элементов у пространства Ро вида 


у=2 (9,) 2. -+2(9,) - 2, ... т (9) 2 
+2 (р,) ы т + (р.) ь 2, ... + (Ри) -_ 


где 4,, 9,,....9,— точки из (12), р,,р,,.... Ри-— произвольные точки О, 
отличные от 4;, т произвольно, а элементы х. их, определены фор- 
мулой (10). 

В любой окрестности элемента х есть точки у. В самом деле, в любой 
окрестности нуля У содержится окрестность нуля 0 вида (7). Выбрав 
точки р; подходящим образом, мы можем добиться того, что для соот- 
ветственного элемента у, у—хЕ(. 

Используя непрерывность функционала }, мы теперь убеждаемся, 
что в любой окрестности числа [(1) заключаются числа (у). Но все 
числа ] (у) равны между собой и их общее значение есть, согласно (14) 
и (12), | 

Г(у) =2(4,) $ (4, +... +2\9,)® (4) = 
Не с,7 (41) +... < (Ч»). 


Формула (9), таким образом, доказана. 


Мы видим, что пространство Ео может быть реализовано как про- 
странство функций $(4) с вещественными значениями, равных нулю 
всюду, на О, за исключением конечного числа точек. Точки множества 
О, в которых данная $(41) не равна нулю, будем называть опорными 
точками $(4). Линейный функционал |(5) может быть, согласно (9) 
и (12), представлен при помощи своей функции © (4) в виде 


[(=) = У =(9)9(9)==(9,) 9 (4,)-+...-2 (4.) $ (9„), 
ЕС 


где 4,, 4., ..., 9, — опорные точки 5. 
Опорной точкой множества Г функций ох мы будем называть всякую 
точку 964, в которой хоть одна функция ФЕГ не равна нулю. 
Пространство Ех, как сопряженное к пространству Ео, есть, соглас- 
но общей теории, локально выпуклое пространство. Кроме того, Еф 


ВЫПУКЛЫЕ МНОЖЕСТВА И ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ. ПИ 217 


полно как сопряженное к’ пространству 2-й категории (см. следствие 
4 теоремы 6 гл. 3). 

Докажем, что сходимость элементов пространства Еф устойчива. Для 
этого установим конкретный вид этой сходимости. 

Предположим, что |, ЕЕ, [„->0, и рассмотрим последовательность 
соответствующих $,„(4). Каково бы ни было фиксированное 460, мы 
должны иметь 


4) = 1» (24) —>0. 


Далее, множество опорных точек ©, должно быть конечно. В самом 
деле, если оно бесконечно, то существует такая последовательность раз- 
личных точек множества О:4,, 4,, ..., что, переходя, если нужно, 
к частичной последовательности ®„, мы будем иметь ©„(4„)==0 (п= 
—=1,2, ...). Рассмотрим последовательность элементов пространства Е 


7 тп 


АСЕ 


Эта последовательность ограничена. В самом деле, 


р | У» (9) 1 


8 = 
3 


шр[ = | _ [ Теледт 9728 9%, 
1 Ся (4) =: 


0 в остальных точках О. 
Кроме того, по определению $, (4), выполняется 


Ъ (и) _ 
Фи {авиа 


1, (у т 


а это противоречит тому, что },->0 (см. определение 1 гл. 4, $ 1). 
Итак, множество опорных точек {9„} конечно. 

Пусть теперь, обратно, нам дана {у„} такая, что ф, (4) —>0 в любой 
точке (0, и множество опорных точек последовательности {®„} конечно. 
Пусть 41, 9, ..., @п— это множество. Мы можем написать, каково бы ни 
было п=1,2,... и хЕЁод; 


1» (=) = У, (91) (9). 


Возьмем любое ограниченное СС Ро. Обозначая Х (1) =зар|з (4), 
хЕС 
получим 


зар], (2)| = 219 Х (9), 


откуда зир|/, (1)| 0 и, следовательно, |, > 0. 
хЕС 


Итак, последовательность „Е Её стремится к нулю тогда и только 
тогда, когда соответствующая последовательность $„(4) стремится 
к нулю в каждой точке О, и множество опорных точек {9„} конечно. 
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Предположим, что нам дана последовательность /[, Е Ед, [„-—>0. 
Согласно только что доказанному, ясно, что существуют положительные 
числа а,-> со со свойствами а„/„ 0. Итак, сходимость в Еф устойчива. 

Докажем теперь, что Её не метризуемо. Для этого вспомним, что 
каждый элемент х пространства Ро определяет в Её линейный функ- 


ционал ГЕЕб* при помощи равенства 


^ 7* 
Е()=/ (<) для 76 В. 

Пусть теперь 4„— произвольная последовательность различных точек 
множества О. Рассмотрим последовательность различных точек мно- 
жества О. Рассмотрим последовательность Р‚ == 2„. Каковы бы ни были 
вещественные числа а„, @а„Ё,„сл-—>0, потому что а,х„->0 и, значит, 


для любого ДЕ Ед 
Я (1) м 1 (ата) —0. 


Мы видим, что для пространства Ёб выполнены предположения 
теоремы 2. Значит, пространство ЁЕб 1-й категорий. Но оно полно. 
Следовательно, оно не может быть метрическим. 

Таким образом, построен пример пространства локально выпуклого, 
полного и с устойчивой сходимостью, которое не может быть метризовано. 
Оно первой категории. 

Интересно отметить, что построенные сейчас пространства Ео и Е 
взаимно сопряжены (легко доказать, что Е5* = Во). 


Примечания к части второй 
лава з 


$ 1. Приведем некоторые конкретные примеры сопряженных топо- 
логий. 

Пусть СЕ — пространство функций х({), непрерывных на всей веще- 
ственной оси (— < <{< + <), метризованное при помощи 


где 2 |„ = а 
—п< 5 


Это пространство типа (В.). Сходимость последовательности хх, ЕСЁЕ 
означает равномерную сходимость последовательности функций т, (#) 
в любом конечном интервале. Общая форма линейного функционала 
в пространстве СР есть 


ь 
1(#) = ( 2(6) 48 (#), 


где # (1) —функция ограниченной вариации в (а, 6) [см. (*"), стр. 34]. 
Таким образом, линейное пространство СЕ* может быть реализовано 
пространством функций 2({), каждая из которых определена на всей 
вещественной оси, постоянна вне некоторого конечного интервала и 
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непрерывна слева: 8 (1) =Е(:—0). На левом конце интервала изменения 


2 (#) положим: 2 (а) =0. 
3+ < 


При этом надо считать } (5) = \ х (1) аг (1). 


> =) 


Сопряженная сходимость имеет в этом случае следующий смысл. 
Последовательность 2„({) функций из СЕ* сходится к & (#), если су- 
ществует такой конечный интервал (а, 6), вне которого все функции 
5, (2) постоянны, и если и [&» (2) —#(#)] > 0 при п —> со. Пространство 

а, 5) 


СЕ* есть полное локальное выпуклое неметрическое пространство 
1-й категории с устойчивой сходимостью. 

(сс) топология в СЁ совпадает с основной топологией. 

В качестве второго примера рассмотрим пространство ? (0«<р< 1). 
Общая форма линейного функционала в {? есть 


7(т) = № 45: 


+=1 
евли х=(&,6,, ...), причем зар |, | < со. 
4 


Таким образом, пространство, сопряженное к {?, есть пространство т 
ограниченных числовых последовательностей. Сопряженная топология 
в этом пространстве будет совпадать с топологией по норме, принятой 
вт [см. (°); стр. 11]. 
(сс) топология в [? не совпадает с основной и является нормаль- 
ной. Это топология ?, как подпространства пространства [, именно 
со 

[<|= х |2;[. (сс) топология слабее основной —факт, возможный только 
= 

в не локально-выпуклом пространстве. 

$ 3. В пространстве СЁ слабая сходимость последовательности т» 
означает сходимость функций т,(:) в каждой точке и равномерную 
ограниченность {|21,„(:)|} в каждом конечном интервале, если фикси- 
ровать этот интервал и придавать п значения 1, 2, ... [ср. (*), стр. 134]. 

Слабая сходимость последовательности |„ЕСЁ* как функционалов 
означает, что соответствующая последовательность 2„({) =с0пз. вне 
открытого интервала (а, 6), не вависящего от п, причем та 2, (< К 


‚ 


и #, (Е) сходятся по мере на интервале (а, 6) и просто сходятоя правее 
его [ср. (*°), стр. 28, теорема 41]. 

Таким образом, пространство СЁ не слабо полно, но пространство 
СЕ* слабо полно. Можно доказать, что вообще, если линейное тополо- 
гическое пространство Е 2-й категории, то Е* слабо полно, если же Ё 
с устойчивой сходимостью, то Е° слабо полно. 

В пространстве 1? (0 < р< 1) слабая сходимость совпадает с (сс) схо- 
димостью [ср. (*), стр. 137]; в пространстве т, сопряженном к Г”, слабая 
сходимость функционалов [„ = (аи, @„, ...) означает | „|= р [|< К 


& Известия АН, серия математическая, № 4. 
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(п=4,2,...) и На в„=а, [‹р. (1), стр. 129]. Пространство 1? не слабо 


полно, проетранство т, как сопряженное к (7, слабо полно. 

По поводу теоремы 6 гл. 3, $ 3, заметим следующее. 

Пусть Х и У— линейные топологические пространства. Пусть про- 
странство Х 2-й категории. Пусть Г, (2) — последовательность линейных 
операций из Х в У. Тогда имеет место 

ТЕОРЕМА. Если {Г (т)} ограничена для каждого ЕХ, то для 
любой окрестности нуля У в У можно указать окрестность нуля И 
в Х такую, что 


5 [2, (0), Г. (0), .. СУ, 


где через Г, (И) обозначен образ множества И, даваемый операцией Г. 

Из этой теоремы следует, что 

если {Г.,(2)} ограничена для каждого хЕХ, то образ всякого огра- 
ниченного множества С СХ, даваемый в пространстве У последователь- 
ностью {Г}, ограничен. 

Эта теорема является обобщением теоремы 3 Мазура и Орлича 
из (°). 

$ 4. По поводу теоремы 9 гл. 3,$4 заметим следующее. Пусть 
попрежнему Х и У— линейные топологические пространства, Х — 
2-й категории, У — полно. Пусть {Г,„} — последовательность линейных 
операций из Х вУ. Тогда 

для того, чтобы последовательность Г, (5) в каждой точке сходилась 
к предельной линейной операции Г. (2), необходимо и достаточно, чтобы 

А) {Г.,(1)} была ограничена в каждой точке Х, 

В) {7.,(х)} сходилась в точках везде плотного в Х множества. 

Эта теорема есть обобитенме теоремы 5 Мазура и Орлича из (5). 

На локально-выпуклые простоэанства можно обобщить теорему С. Ма- 
зура из (*°), стр. 80, доказанную им для нормированного пространства. 

Обобщенная теорема Мазура. В локально-выпуклом про- 
странстве Ё выпуклое замкнутое множество точек всегда слабо замкнуто. 

Вехаузен доказал в (“), что всякое нормированное пространство 
с бесконечным числом измерений — первой категории в смысле своей 
слабой топологии [(“), стр. 166, 167]. Эта теорема неверна для локально- 
выпуклых пространств. Так, пространство $ последовательностей ве- 
щественных чисел есть пространство локально-выпуклое, бесконечно 
мерное типа (Р), но слабая топология в нем эквивалентна основной, 
а потому оно 2-й категории в смысле своей слабой топологии. Однако 
во всяком случае имеет место 

Обобщенная теорема Вехаузена. Если выполнено одно из 
двух обстоятельств: 

(а) Е — локально-выпукло, и слабая топология в нем не совпадает 
с основной, 

(5) Е — линейное топологическое бесконечномерное пространство и 
в нем существует конечная выпуклая окрестность нуля; тогда В — 
1-й категории в смысле своей слабой топологии. 
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Пространство СЁ удовлетворяет условию (а), но не удовлетворяет 
условию (Ъ). Пространство {? (0 < р < 1) удовлетворяет условию (Ъ), но 
не удовлетворяет условию (а). 


Глава 4 


$ 3. По поводу теоремы 7 заметим следующее. Пусть Х — локально- 
выпуклое полное пространство с устойчивой сходимостью, а У — норми- 
рованное пространство. Пусть Г», (5) — последовательность секвенциально 
линейных операций из Х в У. Тогда имеет место 

ТЕОРЕМА. Если последовательность |1„(т)| ограничена в каждой 
точке, то, какова бы ни была ограниченная {х„} С Х , последовательность 
1. (х„)| ограничена. 

По поводу следствия теоремы 8 вспомним один результат Фихтен- 
гольца из (*з). 

Пусть Е есть линейное пространство, лишенное топологии. Пусть Ё — 
линейное пространство, элементами которого являются аддитивные 
и однородные функционалы } (57), определенные на Е. Будем называть 
резольвентной сходимостью семейства Ё сходимость элементов Е, опре- 
деленную следующим образом: 

х,—0, если существует последовательность положительных а„-> со 
таких, что }(а,т„) —>0 для любого [ЕР [см. (1°), стр. 209]. 

Тогда имеет место 

ТЕОРЕМА. Если пространство Е можно нормировать так, чтобы 
семейство Е превратилось в сопряженное пространство, то соответ- 
ственная сходимость по нормев Е будет совпадать с резольвентной схо- 
димостью семейства Е [см. (13), стр. 210]. 

Эту теорему можно усилить следующим образом. 

Усиленная теорема Фихтенгольца. Если в пространстве Е 
можно определить выпуклую топологию с устойчивой сходимостью так, 
чтобы Ё превратилось в Е°, то соответственная сходимость в Е будет 


совпадать с резольвентной сходимостью семейства К.* 
Поступило 
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0. ДВУМТ. С0МУЕХ ЕТ АМО ШМЕАВ РОМСТГО МАТ 1М АВТВАСТ 
ЗРАСЕ. РАВТ Ц. ММЕАВ ЕОМСТГО МАГ 


ЗОММАВУ 


ТЬе зесоп4 рагф о! {№е рарег 13 деуоце4 {0 Фе 1туезИивайоп оЁ 1е зрасе 
оЁ Ппеаг Гапс\опа]з 4ейпе4 оп а Шпеаг 40ро]021са] зрасе. ш рагисщаг, 
{Бе «ргшетр!е о{ сопдепзайопт о япв]агИлез» {ог фе ГипсИопа]з 13 
ргоуе4. Могеоуег 4Ъе \Теогетз аге оаше мЪ1св езаЪИзЬ {Фе ге]а- 
Иопз Реф\уееп 4Ъе 11а], {Ве «зесоп4 а4]о1тф» (зее Ье]о\) ап \Ъе меаКк 
$оро1ос1ез. ТЬе рглпс1ра] геза!4з оЁ 413 рагф оЁ 4Ъе уогК аге раЪИзБеа 
\Ироц® ргооуез 1п С. В. 4е ГАс. 5с. ае ГОВ$5$, 26, (1940). Аз ю \е 
феги1по]05у ап4 побаИопз, \е геег {Ве геа4ег 10 \Ъе ЁЙгз% рагф. 


СЬаруег 3 
ТЬе зрасе 0оЁ{ Нпеаг пе Яопа]$ 


Тьгои Вой 413 сварйег Е 4епойез а ПИпеаг {$0ро]0о21са] зрасе. 


$1. А4а]о1пф форо1оу 


Ассог41тя 10 а согоПагу о! Уеваизею [(4), р. 163] 1п ог4ег {Ъаф ап 
а441 уе ГапсИопа! (2) оп Е Ъе сопИипиоиз (ап Вепсе пеаг), Ш 13 
песеззагу ап4 за 1с1епф {Ъаф \Феге ех1з{з а сопуех пеЪБочгЬооЯ о 
2его (Г зуттей1са]! \ИЪЬ гезресф 10 2его (1.е. И= —() ап4 зисЬ Ваз 


[(2) < | 2/0 | 
оп Е. ТЬз зе И \уШ Ъе саПе Фе погпмие зрБеге оЁ 71(х). Ш 13 
оЪу1013 \Тафа Ппеаг {пс опа] роззеззез ап шЙпИу оЁ погийие зрБегез. 
УТе по\ сопз14ег Ве Ипеаг зрасе Е* о! Ппеаг Гапсиопа]5 дейпеа 
оп Я. А сопуех {юро]ору, паше!у \Ше {фюро]обу ад}ошё 10 Шаё оЁ Е, 
УП Ъе 4еНЙпе4 ш Е*. ТБаф 13 геаН2е4 Бу шеапз о! 4Ъе гедиасеа Гат у 
Е 9 ореп зе{з (зее СБарё. 4) оЁ \№е Ёогт 


Ув. и. Ь. |1 @) |< #66), 
УВеге С 1з а Боип4е4 зиБзеф о{ 4Ъе зрасе Е. Ассогаше 1ю ТЬеогеш 5 


оЁ Сар. 1, фе а4]о1т% 1юро]обу 13 сопуех. Тве врасе Е* ИВ \е ад- 
101% 1юро]озу \Ш Ъе саПе4 \е зрасе ад от № Е. 
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Арр!ушх СогоПагу 1 о{ ТЬеогеш 5 (Сварё. 14) ме зее а 
и —1(, 1С Е*) шеапз 4Ваф }, (7) -> } (2) чпМогиу оп еасЬ Боипае4 
зе ш РЕ. 

Арр!уше СогоПагу 2 о{ Ве зате \Веогет \уе зее \Ваф Ве Боипдедпезз 
о! ГС. Е* штеапз 4Ъаф {Ве паре о{ еась Боип4е4 зе ш Е з1уеп Бу \е 
зеф Г о! лис опа]з 13 Бопидеа. 

Тье зрасе Е Бешз а погте зрасе, \\е а4]о1пё 4юро|ору сотс14ез 
У\ИВ Фе ВапасЬ погш 10ро]ору 0! ГапсИопа]з. Виё Фе а@]о1тф {юро- 
1обу 15 ЗЫ а погш 40ро]ору, мВеп \е зрасе Е 13 ошу 1осаПу Боппде4. 

\У!е пом {аКе \е зрасе Е* аз {Ве пииа] 1осаПу сопуех зрасе ап4 соп- 
314ег 4Ъе зрасе Е** а4]о1т& 10 Е*. Ц 13 еазу 10 зее Маф ЕС Е** ап 
{Виз Фе 1юро]оду ш Е** 13 аеНпед, п рагИси]аг, ш Е. ТЫз пем {юро- 
10ову ш Е мШ Бе саПе4 «(сс) 1оро]ову». И Е 1за погюе4 зрасе, {Веп 
{Ве (сс) 1оро]обу со1пс14ез \ИБ Фе ша] опе. Мое 1Ъаф 1Ъе (сс) 1юро- 
105у 15 песеззатПИу а сопуех %0ро]обу И ЧТеге ех1з{з ш Е а сопуех 
пеоВЪоигНоо@ оЁ 2его, \мЬ1еВ зиггоци@з 2его ш а ЙпЦе таппег. 


$2. Еди1!-сопф1пти1фу апа (сс) форо1осу 


А зе ГС Е* у\уШ Бе саПе@ едой-сопИпиоцз, И 4Ъеге ех1зёз а пог- 
пише зрВеге соштоп 10 аП } Е Г. 

ТНЕОВЕМ 1. Ап еди-сопипиоиз зе о} шпсиопа5 15 боипаеа. 

ТНЕОВЕМ 2. А сопьех 1орофоёу 1$ теаЁег Фйап Це соггезроп@тв (сс) 
Фо ро{озу. 

ТНЕОВЕМ 3. Т#е с1а$5 о}! боипае4 3е{5 1$ а зи баз 0} Ше с4а$$ 0] 
(сс) фоипаеа $е1з. Г}, тогеосег, Е 15$ ПосаЙу сопоех еп Шезе имо с{а$$ез 
созтезае. 

ТНЕОВЕМ 4. [п от4ег аё 1е с1а5$ о] боипаеа зе ат Е* сотезае 
ФИй Ше с1аз; о} еди-сопипиоиз $е15 #1 1$ песеззагу ап4 зирдает тай йе 
гороюсу ат Е фе топрег айап йе (сс)-1ороову. 

Оп4ег фе «сотр]еепезз» оЁ{ а зрасе \уе за ип4егзап4 {Ъе зедиеп- 
ла] сотр|е{епезз [зее (°), р. 1], 

ТНЕОВЕМ 5. 1] ше 2{0ро02у ат Е 45 топвег Фап Ше (сс) 1оро05у, 
еп Е* 15 сотр ве. 


$ 3. \еаК форо1ос1ез. Тре зрасе о{ $Ъе 248 са Бебогу 


\У!е пох пито4исе \Ве изиа]! жеаК 1форо]ос1ез 1 {Фе зрасез Е апа Е* 
[зее (*), р. 166, апа (?'), р. 426]. Тье \зеаК сопуегвепсе ог @етегиз 
я, ЕЕ 10 ЕЕ шеапз {Ваф } (5) —> / (2) [ог апу [Е Е*. ТВе уеаК Боипде9д- 
пезз 0! \е зе СС-Е шеапз \Таф еуегу {Е ЁЕ* 13 Боипа4е4 оп С. Оп фе 
о\Фег Вапа, \\е умеаК сопуегоепсе о ],ЕЕ* 1 ]ЕЕ* шеапз Фаф 
1, (2) — ] (2) {ог апухЕЕ. Тье жеаК Боип4едпезз о! {Ве зеё ГС Е* шеапз 
[1аф 4Ъе уашез (2), хЕЕ Бешс Пхе4, аге Боипаеч4. 

Арр!ушх ТЬеогет 2 (Срар+. 2) опе сап ргоуе 

ТНЕОВЕМ 6. Геё Е Фе 0] ше 24 сашегкогу. Тйеп есегу ‹уеаКу фоипа- 
е4 зе о} Ппеат шпсиопа|й 15 едил-сопипиоийз. [СЕ. ©), р. 153]. 


22% 0. ЯВММТ 


Сого! 1агу 4. 1] ё1е зрасе Е 1$ 0} 1е 29 сайевогу, тет Ше с1аз5ез 
о} Боипаеа апа о} еаш-сопитиоиз зез; т Е* согтев4е. 

Сого1] агу 2. 11 21е зрасе Е 15 0} йе 24 саёйевогу, йет 115 гороюву 
1$ зётопвег айап йе (сс)-1оройову. Г} Е #8 1осаЙу сопоех, 1йезе ито 1орою- 
21ез сотеае. 

Сого!Тагу 3. (Те риёпекие о} сопаепзайов о} зпащатиаез). Г 
21е зрасе Е 15 о} йе 29 сайевогу, йепт есегу уеа у Боипае4 зеё о} шпс- 
#101415 #5 боипае4 [С. (*), р. 80]. 

Сого]1агу 4. [[ &1е зрасе Е 25 0} Ше 24 сайевогу, 1еп Е* 15 
сотрее. 


$4. Тье сошр\ефе зрасе. Тье зрасе оЁ +Ве 29 сафвевогу 


ТНЕОВЕМ 7. 1] Е 15 1юсаЙу сопоех ап4 сотрее айеп, есегу теа у 
Боипае4 зеё о} шпсйопай; #5 боипае4. 

ТНЕОВЕМ 8. [] #е гюроюгу т Е 15 сопоех ап4 сотез4е; ий йе 
сотгезропте (сс)-горооёу, &йеп есегу феа у Фбоипае4 5её ат Е 15 боипде4. 

Сого!1агу. 1} &1е зрасе Е 1$ 1осаЙу сопоех ап4 о} йе 29 саййерогу, 
{еп есегу феау Боипае4 зеё о} 115 еетеплз #5 боипае4. 

ТНЕОВЕМ 9. Геё Е Фе о} Ше 29 саевогу. Тйе зедиетсе |ЕЕ* 
сопоегтез феа у #} ап4 ому #] 

4) {14} 5 боипаеа, 

2) |, (1) сопоегрез оп а зеё о] х’$ еъегуй’йеге 4епзе ат Е. 

ТНЕОВЕМ 10. 1] Е 15 зерага е апа о} 1е 29 сайерогу, ёйеп еъету 
Боипае4 её о} Ипеаг шпейопай; 15 теа у сотрасё [СЕ. (1), р. 123]. 


Сварфег 4 
Тре зраее 0? зедцепйаПу Ппеаг алеИопа1з 


Тье апдашегёа] поМоп изед 12 113 сВарйег 13 Фе сопуегоепсе о 
Бе е@етептз ш Е. 


$ 1. беацепф:а] форо1огу 


Тве сопуех {1юро]1озу 1ш ЕЁ сепегафез а сеа1п сопуегоепсе оЁ роз 
ап@ фе 1аМег бепегафез а сегфа1т зефаепйа] {юро1ору шт Е [зее (1?)]. 
А Гопейопа1 ](7) соппаойз 1 Фе зепзе оЁ зедиепиа] {оро]озу \%ИШ Ье 
саПе зедиепиаПу сопИпиоиз. 1 13 еазу 40 зее \Фаф ](7) 13 зедлепиаПу 
сопипиойз Ц апа оту ИН 1„—х парез }(х,) —> }(х). А Гапсйопа] 
\ЫсЬ 13 @1зёримуе ап4 зедиепмаЙу сопИпиоив Ш Бе саПе4 зедчеп- 
маПу Ипеаг. Тье Ппеаг зрасе оЁГ а \\е зедиепиаПу Ппеаг ГапсЯопа1з 
деле оп Е *Ш Ъе депоеа Бу Е°. ОБуюияу, Е* С Е°. 

'Тье а4)о1пё 1юро1обу ап@ 4е \меаК фюро]огу оЁ ЁапсМопа1з деНпеа 
абоуе тау Бе еазИу ех{щеп4деЯ оп Зе мВое зрасе Е° {1 засЬ а Уау 
Фаф \Веу \1Ш Ъе сопуех {юро]ор1ез 11 Е°. УМе по\ сап. де4егтате аса1п 
а (сс) \фюро]ору ап@ а меаК {юро]ору ш Е сопз1Чете Е аз а зиБзрасе 
о Е°°. Тье (сс) форо]обу ап@ %Ве зеаК \юро1осу о! Е 31 \Ъе зепзе о! 
Из СБар{ег аге эгопрег {Вап {Возе о? Съариег 3. 
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$ 2. Еди!-соп&1пи{ ву ап4 (сс) сопуегсепсе 


Ц 13 пабга| 10 са] а зе6 ГС Е° еди1-соппиоиз 4 2, —> 0 парНез 
5 (7) —> 0 ипНоги]у оп Г. ТЬе с]азз оЁ зисВ зе!з 1пс]а4ез 1Ваф о! СБарь. 3. 

ТНЕОВЕМ 1. Ап едш-сопйпиой$ зе! о} шиейопай5 {5 боипае. 

ТНЕОВЕМ 2. Тфе сопоегвепсе вп Е 15 феаКег вап в1е (сс) сопоегвепсе. 

ТНЕОВЕМ 3. Т#е с1455ез о} боип4е4 апа о} (сс) Боипае4 зезз т Е 
сотезе. 

ТНЕОВЕМ 4. [п ог4ег авар @#№е с4аз$ о} боипае4 зеё5 о} ипенопай5 
сотс4е ий а о} едш-сопйтиои$ $615 Ш 15 песеззату ап зи сети 
Фраф йе сопоегвепсе ат Е согпсё4ез тИ 1е (сс) сопоегветсе. 

ТНЕОВЕМ 5. [} ше сопоегвепсе т Е сотоааез фи Фе (сс) сопоег- 
детсе Фйеп Е° 15 сотруае. 


$ 3. Тье зв4аЪ]е сопуегвепсе 


Тье`сопуегсепсе ш Е 13 саЙе4 заЫе [зее (13), р. 196] И Гог еуегу 
зедаепсе х,—> 0 Шеге ех154з а вефиепсе оЁ роз уе пишЪегз а, 4епд1я 
10 со засВ 1Ваф {а,2„}>, 13 Боипае4. ТЬе сопуегрепсе зп а Ипеаг ф0ро- 
1021са] шеф1с зрасе 13 а]\мауз эбаЫе. 

ТНЕОВЕМ 6. 1/1} Фе сопоегвепсе аъ Е 15 аМе, йеп еоегу фоипаеа 
5её о} шпсиопа[; 15 едш-сопитиоиз. 

Сого1]агу. ТАе сопоегвепсе т Е, Фета за Ме, сотеё4ез фай Ш1е 
(сс) сопоегрептсе. 

ТНЕОВЕМ 7. // Е 15 сотрее, Фет есегу ;теаШу боипае4 вер. ат Е°® 
#5 боипае4. 

ТНЕОВЕМ 8. 1} 4е сопъегеепсе ат Е согпсваез фи а йе (сс) сопоег- 
зепсе, {1еп еъегу теау Боип4еа зе т Е 15 Фоипаеа. 

Сого1]агу. 1{ Фе сопоегеете ат Е 15 заМе, еп еоегу %еа у 
Боипаеа 5её ат Е 215 фоипае4. 

ТНЕОВЕМ 9. 1 Е $е сотыее ап Ф1е сопоегёпсе т и 6е вЫ. 
[п огаег ёйаё а зедиепсе Е Е° феау сопоегзе 10 зоте [Е Е° в 15 песез- 
загу апа зи}пает а 

А) 1йе зедиептсе }„ бе боипаеа, 

В) 1е зедиепсе |,(х) сопоегие 10 }(х) ов \1е её О зедиепиаЙу 4епзе 
т Е, ё.е. зисй ава йе Ваге’; емепяоп о} О 15 Е. 

ТНЕОВЕМ 10. Ге Е $е сотр ее ап Це сопоегрепсе т И фе з4аМе. 
ТРЕ (5 зедиепиаЦу зерата е, еп есегу боип4е4 5её о} зедиепиау Ппеаг 
[шпсиопай$ 15 уеа у сотрасё. 

М№\ ме шау зау \Таь \Ъе сотр!еёепезз оЁ \Ъе зрасе Ё, фобе ег “ИВ 
{Ве маБИу о! сопуегоепсе ш Ц, ипр!у 4№е заше ргорегЯез о В \иЬ 
гезресь 10 Е°, аз \№озе о# Е \ИЪ гезресф 40 Е* \Ъа% аге порПе4 Бу Ше 
{ас \Таф Е 13 0{ Фе 29 са\Везогу. 


Ехашр/ез 


ТНЕОВЕМ 1. [е Е 6е а Цпеаг фороса зрасе апа [её И фе а сотр- 
лее зует о] певйфоигвоо4; о} етот Е. Ше аззите айзо ай рюг апу 
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(„ЕЙ ап4 2,6Е зией Аа жди +44 Ст,--О, Ше зе Р(а-+0:, 
1,+0,...) 15 поЁ соа. Т№еп Е 5 о} Ве 28 садйевогу. 

ТНЕОВЕМ 2. [} 1ете ех1515 а зедиепсе о} Цпеаг шпсиопай5 |, =0 
аейпе4 оп а Ипеат 1ороюрса!й расе Е зисЁ айай а, жеа у сопоегвез 
0 гего [ог апу зедиепсе о} теай питфег$ а„, еп Е 25 о} йе 1! сайевогу. 

1еф О Ъе ап шИпИе аЪзгасф зеф о! еетеп{з 4. её из депое Бу 
Ес а Ипеаг зрасе о{ а! геа] гипсМоп х(4) деЙпе4 оп 0. Уе \юро]о ве 
Ес Бу шеапз 0{ 4Ъе гедисе@ {ашу 0 ореп зеёз 


0.= $112 (9 1< 1, 


узВеге 460. ЗасВ а гедисе4 {атПу ва зНез {Ве сопа1Иопз оЁ 'ТБеогет 5 
(СВар+. 4) ап4 \ЪегеЁоге очг {юро]1ову ш Ед 13 сопуех. Ву ТВеогет 6 
(СБар+. 4) \уе зее 4Ваф 14513 {юро]ову 18 ефиуа]ет 40 Фе ТусвопойЙ”з 
$оро]ову [зее (*°)], р. 762). 

Арр!уше ТЬеогеш 1, \е зее \Ъаф Ед 13 оЁ Фе 29 са\\ерогу. И, то- 
геоуег, \№е ро\тег о{! О 13 по%ф 1езз {вап 2 чВеп Фе сопуегвепсе ш Ех 
{3 поф а е. Непсе Ед 13 поф шейи1таЫе. 

А зепега] {огш 0Ё Ипеаг ГапсИ опа]! ш Ед 18 


1(2) = Ув! = (ау), 
+=: 


» 


жВеге с: (1=1, 2,..., п) аге 4Ъе геа] патшЪегв ‘ап@ 4; (&=14, 2,..., п) 
аге ро1п{з о 0. 

Уе зее \№аф Фе «ъасе Е” сап Бе геаМеЯ аз 41е зрасе оЁ а! геа1 
опсИопз $ (4) ЧеЙпей оп О ап@ уап15штя еуегумВеге оп О, ехсер+ а 
Войе пишЪег 0 ров. 

Ассог4105 40 Ще вепега] \Ъеогу 4еуе]орей 1п Свар+. 3, \№е зрасе Ео 
4з ]осаЙу сопуех ап сошраее. № шау Бе ргоуеЯ 1Ъаф 4Ъе сопуегрепсз 
41 Еф 13 мае. Риг ег, арр!у4пё ТЬеогет 2, ме сап зее 3Ваф Еб 33 07 
Ве 15% са\Вебогу. Непсе Ед 13 по& тефш1хаЫе. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
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Серия математическая ® (1943), 327—982 Зече таШётаНаце 


П. С. АЛЕКСАНДРОВ 


0 ГОМОЛОГИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ РАСПОЛОЖЕНИЯ 
КОМПЛЕКСОВ И ЗАМКНУТЫХ МНОЖЕСТВ 


Для любого замкнутого множества А, лежащего в локально биком- 
пактном пространстве К, исследуются связи, существующие между гомо- 
логическими свойствами А, его дополнения С =- КМ А и всего про- 
странства К. Полученные весьма точные соотношения (см. гл. 1, 
пункты 11—14), в частности, содержат все известные законы двойствен- 
ности, а для случая, когца А и К—кривые полиэдры, до конца решают 
‚задачу гомомогического исследования расположения А в К. 


Задача изучения гомологических свойств расположения замкнутого 
множества А в локально бвкомпактном пространстве К в том частном 
елучае, когда А односвязно (т. е. имеет нулевые группы Бетти), пол- 
ностью решается законом двойственности Александера, Понтрягина 
и Колмогорова: в этом случае группы Бетти дополнения С =К\ А 
определяются группами Бетти А. Для другого частного случая, когда 
К — многообразие, а А — кривой полиэдр, интересные результаты типа 
ззконов двойственности для чисел Бетти получены в 1927 году Лефше- 
пем {”) и особенно Л. С. Понтрягиным {""). 

Теория, составляющая предмет настоящей работы, не только далеко 
обобщает все упомянутые результаты, но и выясняет впервые самый 
механизм соотношений между гомологическими свойствами А, Си К 
при помощи совершенно элементарной конструкции, управляющей всеми 
этими соотношениями, а именно, конструкции так называемых гомо- 
морфизмов вложения и высечения (п. 44 гл. 1). 

Комбинаторная основа всей теории дается в гл. [ для конечного 
клеточного комплекса К и его замкнутого подкомплекса А. Полученные 
закономерности обобщаются в гл. Ш на случай, когда К есть любое 
нормальное локально бикомпактное пространство, а А — замкнутое мно- 
жество, лежащее в К. Это обобщение опирается на апроксимационный 
процесс, изложенный в гл. П. Глава ТУ посвящена многообразиям 
и дает элементарное и по существу комбинаторное доказательство 
теоремы двойственности Александера — Понтрягина в ее наиболее общем 
и окончательном виде. 

Все основные результаты работы полностью формулированы в п. п. 
11—14 (первые четыре пункта главы 1). Числовые соотношения, выте- 
кающие из общих теорем, даны в п. 16. Пункт 18 посвящен так назы- 
аемой теореме Фрагмена — Брауара.. 


228 П. С. АЛЕКСАНДРОВ 
и ЕН ЕВЕ ВЕНЕВ ЕРЕВАНЕ 
Нижеследующее введение посвящено сводке обозначений и элемен- 
тарных фактов: $ 1 введения имеет дело с применяемыми в дальнейтем 
понятиями теории групп и теории характеров, тогда как в $ 2 даны 
необходимые понятия из комбинаторной топологии комплексов. Таким 
образом работа по существу независима от более ранней литературы, 
связанной с предметом этого исследования. Немногочисленные ссылки 
на мою работу «Общая теория гомологии» (*) касаются простых лемм и 
некоторых определений и таковы, что каждая из них может быть про- 
читана независимо от остального текста только что упомянутой статьи. 
Некоторые из результатов настоящей работы были ранее высказаны 


мною (*). 
ВВЕДЕНИЕ 
$ 1. Группы и характеры 


1. Все рассматриваемые в этой работе группы коммутативны и запи- 
сываются аддитивно; в топологических группах рассматриваются лишь 
замкнутые подгруппы и непрерывные гомоморфизмы. Дополнительная 
группа (фактор-группа) группы А по подгруппе В обозначается 
ввиде А — В. 

Если при гомоморфном отображении Г группы Х в групиу У под- 
группа Х, группы Х является ядром, а подгруппа У, группы У — обра- 
зом группы Х, то мы пашем Хо=ЁР'0у, РХ =У,, а также 

ВЕНЕ, 


ДЕ 
У, 

Через Т обозначается аддитивная группа целых чисел, через {— 
непрерывная аддитивная группа действительных чисел, приведенных 
по модулю 41, через Г,— группа вычетов по модулю т (циклическая 
группа порядка 7). 

2. Если А и В двойственны друг другу в смысле Понтрягина {*°), 
т. е. каждая группа А и В есть группа характеров другой, то мы пишем 

А|В. 
В этом случае определено произведение 
а =а (5) =6 (а) ЕТ 


для любых двух элементов аЕА, БЕВ и, следовательно. определено 
скалярное произведение 


(2.1) (2у) = р а:6; ЕТ 


п ” 
для любых двух линейных форм х= У а, = м 54, коэффициенты 
=1 =1 
а; 6; которых принадлежат соответственно группам А и В. 
Замечание. Если а есть элемент произвольной группы А, а 6 
ееть натуральное число, то определяем произведение 


а =ф5а=а- аа... {а (6 раз). 
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В соответствии с этим скалярное произведение (2.1) определено, 
если коэффициенты одной из линейных форм х, у суть элементы произ- 
вольной группы А, а коэффициенты второй линейной формы — целые 
числа. Само собой разумеется, что скалярное произведение (2.4) опре- 
делено и тогда, когда коэффициенты обеих линейных форм х и у суть 
эмементы некоторого коммутативного кольца. 

3. Аннуляторы. Если Х |У и подгруппа АСХ есть аннулятор под- 
группы ВСУ ({т. е. если А состоит из всех элементов ХЕХ, скалярное 
произведение которых с любым элементом БЕВ равно нулю). то В, как 
известно, является аннулятором подгруппы А, и мы пишем 


(3.1) АР. 


Одним из основных предложений теории характеров является: 
из (3.1) следует 


3.2) (Х — 4)! В; (У-В|А 
и обратно. 
4. Сопряженные гомоморфизмы. Основная лемма. Пусть 
о. 


Гомоморфизм Ё группы Х в группу У и гомоморфизм ЕЁ группы У 
в группу Х называются сопряженными, если для любых хЕХ, 
ЧЕТ в: 

(Рх- у) = (т. Ву} 
(мы здесь и в дальнейшем часто пишем Ех вместо ЁР (5)). Сопряженность 
гомоморфизмов Ги РЁ мы передаем записью 
я | р 
РР 
или, если даны образы У,=ЕХ, Х,=ЁУ и ядра Хо=Е`' Оу 
и У =Ё Ох, 


Е 


| х : :. 
(4.4) ыы 


Вся эта работа в значительной степени опирается на следующую 


земму: 
Основная лемма [4]. Из (4.1) следует 
эх Хех 
(4.2) Е И 


(где диагональная черта означает двойственность Х,|У,) и 
х 5х 2 
ХХ —Х,) 


(4.3) НЫЙ, ы 


Доказательство. Двойственности (4.3) следуют непосредственно 


из теоремы 3 и из аннуляций (4.2). Двойственность Х, У, следует 


330 П. С. АЛЕКСАНДРОВ 
из теоремы 3 и из изоморфизма У, < (Х—Х,). Достаточно доказать 
аннуляции (4.2} и притом первую из этих аннуляций. 

Пусть +ЕХ,, УЕУ. Имеем (т . Ру) = (Ех. у)=0. С другой стороны. 
если Ех 0, то существует УЕУ такое, что (т. Ру) = (Ех-у) Е 0, 
что и требовалось доказать. 

5. Случай тела рациональных чиеел \. Обозначим через \” линей- 
ное рациональное п мерное пространство, т. е. группу всех линейных 
форм от п переменных с рациональными коэффициентами и рациональ- 
ными числами в качестве операторов. Лишь линейные подпространства 
являются при этом допустимыми подгруппами. Под характером про- 
странства 5) понимаем, в отличие от нашей обычной терминологии, 
гомоморфное отображение в У. Тогда \\” двойственно самому еебе 
в силу 

х (у) =у(т) =х- УЕ, 


где для х6е\", уе)” скалярное произведение взято в самом элемен- 
тарном смысле слова. В этом случае двойственности переходят в изе- 
морфизмы, и лемма [4], оставаясь верной, делается тривиальной. 


$ 2. Элементарные замечания о клеточных комплексах 


6. Клеточные пространства и их подпространетва. Клеточным про- 
странством [ТаскКег (**), Колмогоров (°)] называется конечное множестве 
элементов («клеток»), удовлетворяющее следующим трем условиям: 


41°. каждой клетке поставлено в соответствие неотрицательное целое 
число —размерность клетки (обозначаемая верхним индексом); 


2%. каждой клетке Г соответствует единственная клетка -—Х, 
называемая клеткой, противоположной клетке Г, и имеющая ту же 
размерность г что и Г. При этом —(—Р)=Ё. 


20 


-1 

3`. каждым двум клеткам & и ; ‘(размерностей г ил— 1) еоответ- 
Ра} 

ствует целое число (й:& '), называемое коэффициентом инци- 

дентности этих клеток и удовлетворяющее равенствам 


К. зп} р т—1 п. ”-1 
(-[в:4 Д=@:-в =: ). 
Цусть Ги Ё—олементы клеточного пространства А, причем л> $. 
Мы пишем Г>Ё (или ФР) и называем клетку # гранью клетки #’, 


если существуют такие элементы #1 ',....#! ‚ пространства К, что 


А с 
Клеточное пространство О называется подпространством кле- 
точного пространства А, если все элементы О суть элементы А и еслы, 
кроме того, размерность, отношение противоположности и коэффициенты 
инцидентности элементов О в О те же, что ив А. 
Подпространство О клеточного пространства А называется замкн у- 


тым, если из ЕО, Г<Ё (в К) следует ГЕО; открытым, если из 
:Е0, ГЪЕ(в К) следует #ЕО. 
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7. Цепи и границы. В каждой паре взаимно противоположных кле- 
ток одну клетку раз навсегда обозначим через #, тогда другая обозна- 
чится через —#. Положим =; =(й:й.). 

Определение [7.1] Пусть К — клеточное пространотво, 9% — группа; 
г-мерной цепью пространства К по области коэффи- 
циентов 3 называется функция 5” со значениями из 9%, определенная 
на множества всех г-мервых клеток К и принимающая на противопо- 
ложных клетках противоположные значения: 

(= Ь-6фх’ (В. 

Цепи по области коэффициентов { называются целочисленны ми 
цепями. 

Аддитивная группа всех г-мерных цепей А по %[ обозначается через 

к 90, иногда просто через Гх или даже через [/. Если %{=1Т есть 
циклическая группа порядка т, то вместо Г/к (5) пишем Г/х (т), и эле- 
менты группы Г/к (т) называем «цепями по модулю т». 

Нулевой элемент группы /Г/х (9%) обозначим через 0. 

Цель, принимающую на Ё значение 46%, и на всех г-мерных клет- 
ках, отличных от |, принимающую значение 0, обозначим через 
а{!; в частности, целочисленную цепь, принимающую на & значение 1 
(на —& значение — 1) и равную нулю на всех клетках = - и, отож- 
дествляем с клеткой й. Это соглашение позволяет записать всякую 
г-мерную цепь х’ в виде линейной формы 


я. = ыы ав, 
где а; есть вначение, принимаемое цепью х’ на клетках #. 
Поэтому в случаях, указанных в п. 2, можно говорить о скалярном 


произведении (д”. у’) = У а; двух цепей = У @й и у’= У Ыи. 


В частности, скалярное произведение (х’.#) определено для любой 
цепл 2 и равно значению этой цепи на клетке и. 

Определение [7.2]. Пусть 2’— произвольная г-мерная цепь 
клеточного пространства А. Тогда (г — 1)-мерная цепь, принимающая 
на каждом й`' значение У, (т. и), обозначается через Ал’ и назы- 

: 
вается Д-границей (или просто границей) цепи х” в пространстве К; 


Я ТЯ 
("+ 1)-мерная цепь, принимающая на каждом {; значение - 2+ (7-8), 


й 
обозначается через Ул” и называется У-границей (или верхней границей) 
цепи 27 в К. 
Заметим, что 
(ди. = (УЕ. =а 
откуда следует, что для любых двух цепей 2" и у! имеем 
(7.3) (а 5 Аут!) = (Ух” г ук 


2 
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Пусть теперь %|Я, Гк= 1х (%), Гк=Гк (9%). Введем обозначения 
для образов групи и для ядер гомоморфизмов Д и У 


Як = у-10 бк 0: НУ „И еАТи, 
Элементы группы к (т.е. цепи 2”, удовлетворяющие условию У” = 0) 


называются г-мерными У-циклами; элементы группы Як (т. е. цепи, 
удовлетворяющие условию Дл" =0) называются г-мерными А-циклами. 
Из (7.3) и основной леммы 4 следует 


ее г а и 
р Е 


(7.4) у а т ча А, 
к2Нк 1 2к5Гк 
(7.5) (к — Нк) | 2к. 


8. Клеточные комплексы. Клеточное пространство К называется 
клеточным комплексом, если для любого ВЕК имеем ЛАЙ =0, т.е. 


5% ь 
я ем =0 для любых г, &, й. Для всякой цепи 2” клеточного ком- 


7] 
плекса имеем‘ АА2” = У\Ух” =0, т.е. ДА- и У-граница всякой цепи есть 


цикл и, значит, Нксйк, НкС Ак. 

Элементы групп Нк и Нк называются ограничиваю щим и цик- 
лами (или циклами, гомологичными нулю) в К (соответственно 
Аи") } 

9. Группы Бетти. Группы 

к=Ак ()=2к—Нк; Ук= Ук (9) =2к—НХ 
называются г-мерными А- и У-группами, а вместе группами 
Бетти клеточного комплекса К по данной области коэффициентов 9%. 
Элементы групп Ак и Ук называются соответственно г-ме рными ДА- 
и У-классами комплекса К; циклы, входящие в один и тот же 
класс, называются гомологичными между собой. Знак гомо- 
логии: ^. [если циклы 2! и 2, гомологичны между с0бою, то пишем 
17—21; в частности запись 2’ 0 означает, что 2’ ограничивает (в К]. 
Докажем: 


(9.1) Ук (90 [Ак (90. 
Для этого вспомним из теории характеров теорему: Если в =%— 3, 
9190, ©! 6, то (3 %— 6); применим ее к изоморфазму 
(Гк— Нк) — (бк—Нк) = Гк— к. 

Подставляя из (7.5), (7.4) отношения (Гк-—Нк)| 2 Гк—2к^ 
< Н®'! Нъ, получим двойственность (2х — Нк) | (#к— Нк), что и тре- 
бовалось доказать. 

10. Замкнутые и открытые подкомплексы. Пусть О — замкнутое под- 


пространство клеточного комплекса К и ГЕО. Рассматривая # как 
целочисленную цепь каждого из клеточных пространств К и О и ука- 
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вывая нижним индексом, где именно берется граница, имеем Лог =Акй 
и, следовательно, АоДо? =0. Итак, О есть клеточный комплекс. 

Пусть теперь 0 — открытое подпространство клеточного комплекса К. 
Пусть 20 Е Го; цепь хк («тривиальное продолжение цепи 20 на ком- 
плекс К») определяем, полагая тк = 20 на О и як =0 на КМ О. 

Для любой клетки #-!Е0О имеем 

т ть 16 34 
(Аото - #1) = (Акхк .#-\), 
п, значит, (АоДохо . #-?) = (АкАкак . #-?) =0 для любого Г-?Е 0, так 
что О— снова клеточный комплекс. Итак: 


[10] Как замкнутые, так и открытые подпространства клеточного 
комплекса являются клеточными комплексами. 


ГЛАВА Г. КОМПЛЕКСЫ 


$ 3. Основная теерия 
11. Гомоморфизмы вложения и высечения. Пусть О— клеточный под- 
комплекс клеточного комплекса К, и хо — цепь комплекса 0. Всякая 
цепь комплекса К, принимающая на © теже значения, что и 10, на- 


зывается продолжением цепи +0 (на весь комплекс К); среди 


этих продолжений имеется тривиальное продолжение, обозна- 
чаемое через Ей зо, принимающее на К`\\О значение нуль. Ставя 
в соответствие каждой цепи хо ее тривиальное продолжение Ето, по- 
лучим изоморфное отображение ЕЁ группы [0 в группу [ж. 
Замечание. В случаях, когда невозможны недоразумения, мы 
будем отождествлять цепь хо с ее тривиальным продолжением и, сле- 
довательно, считать изоморфизм Е тождественным изоморфизмом 
т т 
группы Го в группу Ёк- 

Пусть теперь хк — какая-нибудь цепь комплекса К. Обозначим че- 
рез Тест цепь комплекса О, принимающую на О те же значения, что 
р ВР 
и цепь хк. Ставя в соответствие каждой цепи хк цепь Лохк, получим 

К т т 
гомоморфное отображение [о группы Ск на группу Го. 
Изоморфизм ЕЁ называется изоморфизмом вложения, гомо 
морфизм 16 —гомоморфизмом высечения. 
Если 9% |9, то, очевидно, 
т [2 ау: 
к| 100 1% Ту 
(11.1) Го | Е к | К. 
Г (39 Го 0 
Пусть теперь К есть раз навсегда определенный клеточный ком- 


плекс, А — определенный замкнутый подкомплекс комплекса И т 
с=К\А- открытый подкомплекс, дополнительный к А. 


т м 
Легко видеть, что для любых цепей дл Е Гл, хсе [5 имеем 
7 т с [6 
(44.2) АЕКх, = ЕкАлтА; — УЕкле = ЕкУсяс, 
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а для любой цепи хкЕГк 


вт К т К. К и 
(14.3) МАЛАЖК — ТАУк®А; Ас [схк = ТсАкхс. 
Поэтому 
[11.4] Изоморфизм вложения отображает (тождественно) 
А-циклы комплекса А; У-циклы комплекса С 
на 
А-циклы комплекса К; У-циклы комплекса К, 


причем ограничивающие циклы отображаются на ограничивающие 


циклы. 
Отсюда следует, что изоморфизм вложения порождает гомоморфиз- 


мы, называемые гомоморфизмами вложения, а именно: гомоморфизм Ек 
группы А в группу Ак и гомоморфизм ЕЕ группы У6 в группу Ук. 

[11.5] Гомоморфизм высечения порождает гомоморфизм того же наи- 
менования, а именно: гомоморфизм ГА группы Ук в группу Уд и гомо- 
морфизм Гб группы Ак в группу Аб. 

12. Группы фигуры К, А, С. Определяем: грунпы Акд, УкС 
суть образы групи Ал, Ус, при гомоморфизмах Ек и В, грушиы Алек, 
Ус:к суть ядра этих гомоморфизмов, группы Удк, Аск суть образы 
групп Ук, Ак при гомоморфизмах у и [5 формулами эти определения 
записываются так: 


(12.1) Ак =ЕКААС АК; Укв= ЕЁУСЕ ук; 
(12.2) Ак = (ЕК) * Оке А; Уск= (ЕК) * Оке 95; 
(12.3) Ук = ГАУКС Уи; Аск = АКС 4%. 


Доказываем: 

[12.4] Ядрами гомоморфизмов ГА, [% являются группы Укс, АКА: 
(12.4) (Га) Од=Уке; — (16) 06 = АКА. 
Достаточно доказать левое равенство в (12.4). Для краткости пишем / 
вместо Че и Е вместо Ей. 

Г. Если 2'62к, ="=2с-+й при 2662%, МЕНк, то 

[7 = о = НА. 
2°. Если 2”6Йк, 12'Е НА, то 2'=2а- №, при 
266 их МЕНК. 


2 Сь . 
Докажем 2°. Имеем 1[2’=Ужу!, 24 ЕГ'; для любого 2АЕА 


[(="— УЕзА ') 24] = (27°. А) — (ЧЕХИ! . #0), 
(2" ов) 24) = (Узи. ), 
(УЕжл * - 24) = (ПМЕЖА а) = (ТЕЗ а) = (Е.Р), 
так что [(2”—УЕзл '). #4] =0 для любого г ЕА и У-цикл 2 р Ар 


есть цикл комплекса С. Так как УЕхд ограничивает на К, утвержде- 
ние 2° и, следовательно, вся формула (12.4) доказана. 


л 
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Группы Акд, Укс; Ал:к, Ус:к; Улк, Аск (а также группы Уд.к = 
= Уд— Улк и Ас.к = Ас—Аск, целесообразность введения которых 
выяснится в п. 14, называются группами фигуры К,А,С. 

15. Геометричеекий смысл групп фигуры К, А, С. [13.1]. Под- 
группа АкдЕАк имеет своими элементами те А-классы (те У-классы) 
комплекса К, которые содержат А-циклы комплекса А (соотьетственно 
У-циклы комплекса С). 

[13.2] Рассмотрим А-классы зд ЕДА (соответственно У-классы $6 Еу6), 
состоящие из циклов, ограничивающих на К. Эти классы являются 
элементами группы АА.к (группы Убс:к). 

[13.3] Назовем У-цикл комплекса А (соответственно А-цикл ком- 
плекса С) продолжаемым на весь комплекс К, если среди его 
продолжений на К имеются У-циклы (А-циклы) комплекса К. Группа 
Улк (группа Аск) есть фактор-группа группы всех продолжаемых 
г-мерных У-циклов комплекса А (соответственно Д-циклов комплекса С) 
по подгруппе всех циклов, ограничивающих на А (на С). 

14. Результаты. Из определения групп А%.к, Акд; Уб:к, Укс и из 
(11.1), (12.4) следует в силу основной леммы [4]: 


АР АА.к 1 Ук Уд 


(14.1) АкК2АкА + Уксе УК , 
т имение 
Ас? Аск - Уск@Уб 
(44.2) Алек [(Уд— Удк); — Уб:к (АВ — Абк). 
Таблица (14.1) содержит: 
1°. Две пары изоморфизмов: 
первая пара 
АА Зак Ал:к А АКА; Уб 2 Ус:к А Укс; 
вторая пара 
Ак — Ак ^ Абк;  Ук- Укс А Удк. 


2°. Пару двойственностей: 
ТС т у. С: 
АКА | Ук;  Укс|Аск- 
3°. Три аннуляции: центральную аннуляцию 
г #. ` т т 
АК Ака ЕР УксЕ Ук 
и пару аннуляций 
р т г т :2 
АА Вл:к 1 Удке Уд;  УсЭУск 1 АскЕ Ас. 
В каждой паре отношений (изоморфизмов, двойственностей, аннуляций) 


р АА 
одно отношение получается из другого подстановкой ва Е 
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Первая пара изоморфизмов представляет собою тривиальность, так как 
непосредствьенно содержится в определениях участвующих в ней групп. 

Двойственности в (14.1), (14.2) являются алгебраическими след- 
ствиями аннуляций (14.1), которые, в свою очередь, вытекают из со- 
пряженности гомоморфизмов вложения и высечения. 

Центральная аннуляция очевидно может быть сформулирована 
и так: 

Теорема о «снятии цикла) *. Для того, чтобы г-мерный 
У-цчикл (А-цикл) комплекса К был гомологичен в К ДА-циклу комплекса С 
(А-циклу комплекса А), необтодимо и достаточно, чтобы его скалярное 
произведение со всяким г-мерным А-циклом комплекса А (У-циклом ком- 
плекса С) равнялось нулю. 

Кроме доказанных соотношений (14.1), (14.2), имеем еще предло- 
жение: 

Основная теорема двойственности 


(14.3) А\:к | Ув. 


В этой теореме можно двойственность заменить изоморфизмами по- 
мощью определений: 


т т. и т т т 
Ул: к = Уд — Удк, Ас:к= Ас — Аск. 


Тогда двойственности (14.2) переходят в 

(14.2’) Ак Ул:к; Ус:к | Аб:к, 

а двойственность (14.3) переходит в пару изоморфизмов: 
третья пара изоморфизмов 


т г+1 т и-Е1 
(14.3’) АдЕмАак; УлЕ УС. 


Замечание. Как легко видеть, группа Ул.к (группа Ас.к) может 
быть определена как фактор-группа группы всех г-мерных У-циклов ком- 
плекса А (соответственно Д-циклов комплекса С) по подгруппе продол- 
жаемых циклов (см. [13.3]. 

Из (14.1) и (14.3) следует, что все группы фигуры К, А, С опреде- 
ляются, например, группами Ак, Ад, Акл, взятыми для всех г. 

В главах Пи ПГ все вышеизложенные определения и результаты 
будут перенесены на случай, когда К есть любое нормальное локально 
бикомпактное пространство, А — замкнутое множество в К и 
С =К\ А. В частности, если К односвязно в размерности г (т.е. Ак =0, 
значит иУк=0), то очевидно Ал.к = А”, Ус:к = Ус. Поэтому есла К 
односвязно в размерностях г и г-- 1, то (14.3) переходит в закон двой- 
сетвенности Александера-Колмогорова: 

ААА,” ЧА 


* Эта теорема впервые сформулирована Л. С. Понтрягиным, который (так же, 
как и Л. А. Люстерник) неоднократно обращал мое внимание на важность ев дока- 
вательства в возможно более общих предположениях, 
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м————————___Аа/—/—А/,’’’ЗА/Ч/ЧС/ЗЗ А А /ЕА ЕЕ ————А—ы=—. 


Но вернемся к случаю, когда К — комплекс, и возьмем за область 
коэффициентов группу 1,„. Из изоморфизма А” — А'\.к А АКА заклю- 
чаем, что порядок группы А” (т) равен произведению порядков групп 
А’:к (т) и Акл (т), и, значит, определен последними двумя группами. 
По одной теореме М. Ф. Бокштейна (°) все группы Бетти любого ком- 
плекса вполне определены порядками групл А”(т) этого комплекса. 
Значит, группы А” вполне определены группами АкА (т) и Ал.к (т), 
взятыми для всех ги т. Аналогичный результат имеет место для 
групи Ус, тогда как группы Ак определены группами Акл и Абк. 

Итак, 

[14.4] Если К — клеточный комплекс, А замкнутый подкомплекс кол- 
плека К и С=К\А, то группы Ад и Ас для всех размерностей г и 
всех областей коэффициентов вполне определены группами Ак, Акл (т) и 
А.к (т), взятыми также для всех размерностей г и всех целых т = 2; 
группы Ак определены группами Акд и Укс, взятыми для всех га т > 2. 

В гл. ПГ п. 38, мы покажем, что теорема [14.4] остается в силе, 
если под Ки АСК понилать любые кривые полиэдры (топологические 
образы конечных эвклидовых полиэдров [см. (*), стр. 128]. Таким образом 
для кривых полиэдров задача изучения гомологиче- 


ских свойств расположения может считаться вполне 
решенной. 


Теорема [14.4] едва ли обобщается на случай, когда К — произволь- 
ный компакт; построение соответствующих примеров и дальнейшее ис- 
следование гомологических свойств расположения замкнутых множеств 
АСК в этом случае представляется важной и интересной задачей. 

15. Оператор УЕнаи доказательство третьей пары изоморфизмов. 
Вновь пишем Ё вместо т Каждому У-циклу 24 комплекса А соот- 


ветствует У-цикл УЁ2А, который но самому своему определению огра- 
ничивает в К. 

Докажем: Если 2’. — продолжаемый цикл, то УЕ? ограничивает в С. 

к т 

В самом деле, пусть 27а = Гдзк, где 2кЕ Ск. 

Тогда 

т чт. 
2к = ЕзА-- [6 2к, 
г т Ех 
0 = Узк = УЕзА-- У[сзк, 
ах 
УЕ” = — УГ с 2к. 
Так как /[К; есть цепь комплекса С, наше утверждение доказано. 
Итак, оператор УЕ порсэсдает гомоморфизм (того же наименования) 
группы Ум к в группу Ук. Докажем, что этот гсмоморфизм есть изо- 
т 1 
морфное отображение группы Ул.к на группу ус:к. 
х т т+1 
Для доказательства того, что УЁ отображает Ул:к на ус:к, воЗь- 
р 
мем 26; СУск. Мы должны найти такой У-цикл 2А Комплекса А, 
ТА 

что 2"!!— УЕ2А ограничивает на С. По определению 56’, существует 
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цепь тк комплекса А, ограниченная циклом а следовательно 
АРС т ТКУхк == р оса 0, 

так что цепь 2. = [А жк есть У-цикл комплекса А, а лё = к — ВТА 

есть цепь комплекса С, для которой 

(15.1) Узь = Удк — УЕ а" =20' — УЕ. 


Остается доказать, что гомоморфное отображение УЁ группы У:к 
на у представляет собою изоморфизм. Для этого достаточно дока- 
зать: если для некоторого 24 Е зд ЕУл.к цикл УЁЕзд ограничивает на С, 

7:4 
то существует такой У-цикл 5к комплекса К, что 2 = ГА2к. 
По предположению, 

УЕ =Ужс, где хсЕГс-. 

Поэтому У (Е2% — 26) =0, т. е. зк= Ед — 16 есть У-цикл на К, и 
Е К кт Ат т 

ТАЗК = ГАЁ2А— ТАЯСЯ?А; 

что и требовалось доказать. 
й 
Замечание. Подобным же образом каждому А-циклу 26 ' ком- 
бо т+1 
плекса С соответствует А-цикл АЁк2с’ комплекса А, ограничиваю- 
т+1 


щий на К, и оператор ЛЕ порождает изоморфизм группы Ас.к на 
группу Д\.к. 


$ 4. Следетвия и дополнения 


16. Числовые соотношения. Возьмем за область коэффициентов или 
какое-нибудь из тел Т„ при простом т, или тело рациональных чи- 
сел %. В последнем случае вступают в силу соглашения, сделанные 
в п.5. Через р мы обозначаем ранги различных групп линейных форм 
с коэффициентами из только что упомянутых алгебраических тел. За- 
метим, наконец, что при наших предположениях все двойственности 
п. 14 превращаются в изоморфизмы. Полагаем: 


тк =рАк =0Ук (числа Бетти), 
т т ара в 

кА = РАкА = р\АК; мкс = рУкс = Аск; 
т а г ТЕ г 

ТА: К = РАл:к = рУд:К; та:к = рУс:к — эАс:к. 


В силу первой пары изоморфизмов имеем 


[в т у. + т т Га 
(16.1) ПА = ПА:к | ПКА; Тс=тс.к + Пкс, 
тогда как вторая пара изоморфизмов дает 
т № г 
(16.2) тк = ПКА- ткб, 
т. е. 


ГИ та т т г 
тк = (пд — пд:к) + (пс — пс:к). 
Применяя третью пару изоморфизмов и ваменяя г на г-{ 1, получаем 


:. 
(16.3) д ака 
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или 
ЧС +1 55$ ва 
(16.4) о Ак п). 


В частном случае, когда К есть п-мерное #-многообразие, имеем по 


. - ЗН А 
закону двойственности Пуанкаре ле ‘= то” ', так что (46.4) превра- 
щается в 


(16.5) пе этак (К пк). 


Это формула Цонтрягина, (*'), стр. 449, теорема И. 

17. Приложение к регулярным компонентам. Пусть К — размерно- 
однородный п-мерный комплекс (это значит, что при гп для каждой 
клетки РЕК найдется клетка 2" >, ГЕК). Назовем клетку "-! регу- 
лярной, если имеются лишь две клетки #7 такие. что (й:# ') > 0. 
Вообще, г-мерная клетка ГЕА, г<п-—41 называется регулярной, если 
группа А” ес (отирытой) звезды в К го области коэффициентов Т есть 
бесконечная циклическая группа (при г=п--14 получаем предыдущее 
определение). Последовательность п-мерных клеток 


7. 9 и 
И На ыЕ" 


называется г-ценью, если всякие две соседние клетки этой последова- 
тельности имеют общую грань размерности =. г --1. Две п-мерные клетки 
но определению принадлежат к одной и той же г-компоненте компле- 
нса К, если их межно соединить (в К) г-цепью. Если все клетки &; < 
причислить к г-компоненте элемента {”", то каждая г-компонента делается 
замзнутым иодкомплексом комплекса А, и размерность клетки, принад- 
лежашей дпум различным г-компонентам, не может превосходить г— 2. 
Комнлеке А называется г-связным, если он состоит из одной г-компо- 
ненты. Комилекс А называется (п-мерным) псевдомногсобразием, если 
он п-связен и если все его (п -— 1)-мерные элементы регулярны. Обычным 
образом определяется ориентируемость ипсевдомногообразия, причем 
легко ридеть, что в случае орлентируемого псевдомногообразия К группа 
тк (1) есть бесконечная циклическая группа, а в случае неориентируе- 
мого -- группа порядка 2. Отсюда следует: 

И7.1] Если комплекс К представлен в качестве суммы п-мерных 
псевдомногообразий, не имеющих попарно общих клеток размерности 
— п --1, то Ук (№ есть прямая сумма стольких бесконечных циклических 
групп. каково число ориентируемых псевдомногообразий в нашем раз- 
ложении, и стольких групп порядка 2, сколько в этом разложении 
имеется неорнентируемых псердомногсобразий. 

Пусть теперь А„_‹ есть подкомплекс комплекса К, состоящий из 
всех (п— 1)-мерных нерегулярных клеток К и из всех их граней; 
п-компоненты комплекса С„_: = К\\ А„_‹ называются [(“), стр. 190] 
регулярными компонентами комплекса К. Они образуют раз- 
биение комплекса С„_!, убовлетворяющее условиям (17.1), откуда сле- 
дует, что число ориентируемых регулярных компонент комплекса К 
равно п-мерному числу Бетти комплекса С„_:, а число всех регуляр- 
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аа 
ных компонент комплекса К равно п-мерному числу Бетти по модулю 
2 комплекса С„_:. Обозначая числа Бетти по модулю 2 через я” (2), 
число всех регулярных компонент комплекса К через 4к, а число 
ориентируемых регулярных компонент через 49%, выводим из только 
что сказанного и из формулы (16.4) 


(17.2) Ч Ани ик (2) + =к (2); ЧК = А, нк ЕК. 


Если все (п—1)-мерные клетки К регулярны, то 4к=тк (2), 4) =тк. 
Это имеет место для комплекса С =К`\ А, если А содержит все нере- 
гулярные (п —1)-мерные клетки комплекса К. Поэтому, применяя вновь 
формулу (16.4), получаем 

(17.3) Если А содержит все (п—1)-мерные нерегулярные клетки 
комплекса К, то 


{ Чк= КАК (2) + = (2) "к (2), 
73] ` 


Если, кроме того, размерность А не превосходит п-- 1. то 


В | Ч < АК (2) + тк (2), 
(ыы) С Л п 
\ 94 =<А.к + ®к. 

Если А содержит все нерегулярные клетки комплекса К, имеющие 
размерность >т, то г-компоненты С совпадают с обыкновенными компо- 
нентами С. Поэтому, если А содержит все вообще нерегулярные клетки 
комплекса К, то в формулах (17.3) и (17.3”-1) ас есть число всех ком- 
понент, а 4) — число всех ориентируемых компонент комплекса С. 

Заметим, что если не делать никаких специальных предположений 
относительно подкомплекса А, то определение числа компонент ком- 
плекса С требует изучения свойств взаимного расположения трех ком- 
плексов: подкомплекса А, подкомплекса А,, состоящего из всех нерегу- 
лярных элементов комплекса А, и объемлющего комплекса К. Это 
изучение таким образом оказывается поставленным на очередь. Даже 
простейшие элементарно-геометрические примеры показывают, как велико 
разнообразие могущих здесь встретиться возможностей. 

18. Теорема Фрагмена-Брауэра. Обозначения К, А, С сохраняют свой 
смысл. Пусть А=А, (] А, где А, и А, — замкнутые подкомплексы 
комплекса А. Полагаем 09 =А\ А,, 0, =А\А,, С, =К\А,, 
с, =К\А,, А,=А, Г] А,. Наконец, обозначаем через Е\. к, & = 1, 2, 
гомоморфизм группы Чо; в Ул.к, ставящий в соответствие каждому 
элементу 26 Уд; класс $ Еул.к, содержащий олемент Е 2 ЕУ\. 
Докажем следующую основную формулу: 


(18.1) (Ел:к У, Г] (Ел:к Уд,) = УЗа, ПУ, . 


г ` . 
Замечание. Рассматривая группу Ул.к как фактор-группу группы 
всех г-мерных У-циклов А по подгруппе продолжаемых циклов, можем 


1 . 72 
еказать, что элементы группы (Ёл.к \о,) [|] (Ел.кУо,) суть те классы 
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>? № 
® СУд.к, которые содержат как У-циклы комплекса О,, так и у-циклы 


комплекса О,. С другой стороны, элементы группы Ус:с, [| Уб:с, — это 
такие У-классы комплекса С, которые состоят из пиклов, ограничи- 
вающих как на С, так и на С,. 


Изоморфизм (18.1) осуществляется оператором УЁк. В самом деле, 
г 1 7 2 г ь 
пусть 54 Е (Ел:к Уо,) [| (Ел.к Уо,); возьмем У-цикл 216 зд на ком- 
плексе О,—в силу только что сделанного замечания такой т-цикл 
А 
> существует. Цепь Ек=1 равна нулю на А,, поэтому УЕк 21 ограни- 
. т 1 

чивает на С); СПедОАВЕНЬНЯ все элементы у-класса УЕ Е УС 

$ ; ; м ла г Е 
ограничивают на С,. Взяв 2. Е дл Е (Ел.к\0,) П (Ел:к40,) на О., убе- 
дились бы, что все олементы УЁК $д ограничивают и на С,. Итак, изо- 

А 1 1 
морфизм УЁк группы Ул:к на группу Ушк отображает (Ел.кУо,) Г 
2 +1 

П (Ел.кУо,) в Усс, П Усс... Для доказательства того, что изоморфизм 

А 5 72 г 1 1 
УЕк отображает НР Ус, П (Елд.к\о0,) на Ус, п Ус: с. ‚ возьмем произ- 
вольно 

г 1 тг} | 
с ЕУЕК Е ЕС П Убе. . 


и : о 
Так как 26’ ограничивает на С,, #=1,2, то существует Ес, , 
к 
Ум =20'. Поэтому цепь == Гал: есть у-цикл на О; и, всилу (15.1), 
и Е 
имеем УЕк2АЕзс . Итак, 46а и зд содержит как циклы ком- 
плекса О,, так и циклы комплекса О,, что м требовалось доказать. 
Если комплекс К односвязен в равномерности г, то формула (13.\) 
переходит в 
й Г т 7-1 
(18.2) (Удо, (Удо. < (Ус.с, [1 Ув:0.). 
Но 
Де г в Г . 
у АлА; 4 Удо; С Уд, # = а: 2, 
поэтому 
г АГ т т Г т 
Ад 2 (Алл, Е Алдз) 1 (УАо, [| Удо) СУ 


(сумма, вообще говоря, не прямая) и 


(18.3) (А% — (Ал, НАзд.)} | (Ула, Г] Уло,). 
Каждому А-циклу 2’ комплекса А соответствует А-цикл 
А 2=—А[4.2 ва АРА, 


(оператор А действует ва комплексе А). Это соответствие порождает 
гомоморфизм [так называемый «гомоморфизм шва», (*), стр. 292] группы 


А на Аа, ПА, с ядром Ада, -- Ада, [доказательство не трудно 
и приведено в (*), стр 289 — 293]. Таким образом 
(18.4) Ал — (Алла РА.) А Анда ПААил, - 
Из (18.2) — (18.4) следует предложение, называемое нами 

Тесрема Фрагмена - Брауэра. Если комплекс К односвязеи 
в размерности г, то 


(18.5) а АИ Или 
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0-7 
4 
'. 


19. Примеры. Закончим эту главу несколькими совершенно элемен- 
тарными примерами, выясняющими геометрическое содержание введен- 
ных понятий и доказанных теорем. 

1°. К — комплекс, состоящий из треугольника, всех его сторон и вер- 
шин. А состоит из сторон и вершин этого треугольника, С из одного 
лишь треугольника (его внутренности). Ориентированные элементы -{ {*, 
фа, 0; :=1, 2, 3, образуют клеточные комплексы, соответствующие 
К, А, С и обозначаемые теми же буквами. Мы находимся в условиях 
теоремы двойственности Александера-Колмогорова Ул ^^ Уё А.Т. Опера- 
тор УЕ ставит в соответствие \-классу комплекса А, состоящему из 
трех у-циклов /, &, 4, двумерный у-класс комплекса С, состоящий из 
У-цикла {*. 

2°. Пусть К -- плоское круговое кольцо, А — его граница, состоящая 
изв двух окружностей, Г--его внутренность. Мы хотим рассмотреть 
группы фигуры К’, А’, С’, где 
К ’— какая-нибудь триангуляция 
кольца. А’— комплекс элемен- 
тов А’. лежащих на А, и С— 
комплекс элементов К, лежащих 
на Г. Эти группы изоморфны 
соответствующим группам фи- 
гуры К, А, С, где К есть кле- 
точный комплекс, состоящий ие 
элементов 2; ЕВ, +, + 
+2, ЕЁ с коффициентами ин- 
цидентности (Ё:й)=(ЁР: 6) =1, 
(2:8) =0; и: =, ш:9= 
= 28 (ВВ -=0), при. 
о. 

Клеточный комплекс А осо- 
стоит из И, 1=1,2, и +, 
7=1,2, и, наконец, С состоит из + Ё. Связь комплекса К с кольцом К 
ясна из чертежа. Все группы, о которых идет речь, суть в нашем случае 
свободные абелевы группы, поэтому они вполне определяются своими 
рангами, которые мы и указываем: 


бувин 10 24 2) 0 . % 

ЗК =ККА = 1; КА = 2; а = ыы око кк = 0; 
ОЕ ое А ЕЕ о. Я 

ЯКЕТКА = 1; ТА=2; ПА:К =; я6=тб:к=1; пкс=0: 
к И | ри 2 2 

`К = КА = КА = ПА. К == пКс == 0; отек =1 


о 
3°. К — проективная плоскость, А — прямая на ней; соответствующий 


клеточный комплекс К состоит из +, а, + г с коэффициентами 
инцидентности (Г?:#)=2, (2: Г) =0. Комплекс А состоит из Е 
и Г. Группа Ад.к (Т) состоит из всех элементов вида 2! при любом 
Е а есть бесконечная циклическая группа. Грунпа 
с:к (И =Ас состоит из всех элеме 2 8 

также бесконочная циклическая АВ Корь вы ЗИ 


'; 
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4°. К состоит из элементов и, ЕП; +7; +Р с коэффициентами 
инцидентности (&:#)==(8;#')==2, (й:1) =0 (пара проективных илоско- 
„тей, пересекающихся по прямой). Пусть сначала А состойт из +, 
И, Г. У группы берем по области коэффициентов 1, А-групны -- по 
области коэффициентов !. Тогда УКЕТЕЕ, (образующие элементы: 
| бесконечного порядка и #—Й порядка 2), в соответствии с чем 
лк 2 Е-Ь, (групма Ах имеет своими прямыми слагаемыма подгруппу 
((#—8)}, сЕЛ, и подгрупиу второго порядка, состоящую из 0 
и из > п) ‚ Далее Ухе=ХМе- |, АКА Г, Ако, > Ус = 0; 


Ул:к == Уб:к =0. Аннуляция АКОАКА | Укс с УХ имеет в нашем случае 
особенио простой геометрический смысл. 

Пусть теперь А состоит из -- И, РЁ (из прямой пересечения обеих 
илоскостей). Тогда Уд 2Т, а так как Ук -=0, то У\.к = У =Т. Далее, 
Уко=УК 2 Т-Ь. УБЕ а Ук состоит из элементов вида 
21 (й —#) при в любом целом, значит ягляется в соответствии с (14.3’) 
бесконечной циклической группой. 

5°. Пусть К — трехмерное кольцо (внутренность тора вместе с грз- 
ницей). А — кольцевидное тело, гомеоморфное К, лежащее внутри И 
и обегающее К два раза; Г=К А. Через К обозначаем некоторсе 
симплициальное разбиение К и предполагаем, что А целиком слагается 
из некоторых симплексов этого разбиения. Соответствующий замкнутый 
подкомплеке А обозначаем через 4; тогда Г разбито ва симплексы 
открытого подкомплекса С = А `\\ А. За область коэффициентов берем 
в А-группах 1, в У-группах Ё. Нетрудно видеть, что Акл==2Ак, следо- 
вательно Абк АТ, а потому и УксАЁ, (за образующую группы Абк 
можно принять экватор тора, ограничивающего тело К; дважды взятый, 
он гомологичен нулю в С). Группа Акд не является прямым слагаетиам 
группы Ак. 

6°. А есть двумерный комплексе, ьозвикающий, если в двумерной 
сфере склеить между собою оба полюса. Замкнутый подкомплекс А 
‹остоит из двух параллельных кругов сферы. По формуле (16.4) имеем 

до ==та:к -- пк --пкА=2 + 1-—0О=3. 

7. Элементарные примеры ва теорему Фрагмена-Брауэра (сфера или 
тор в пространстве, разрезанвые на дзе половины ип т. п.) общеизвестны. 
Примером на формулу (18.1) может служить тор К с парой меридианов 
А= А, + А,. Меридианы А, и 4,, ориентированные противоположным 
образом, образуют (в надлежашем клеточном разбиений К, в котором 
эти меридианы являютса клетками) два У-цикла на А, разность которых 
продолжаема на К и которые принадлежат таким образом к одному 
и тому же классу - олементу Уд:к; этот класс являетоя элементом 
труппы. (Ел.к Уд.) [| (Ел:к Уо.), где 0, =А,, 0,=А,, и этот элемент. 
как легно видеть. ясгляется образующим элементом группы (Ёл:к Уд) [\ 
п] (Ел.к Уо,), которая таким образом оказывается бесконечной цикли- 
ческой группой. В соответствии с этим бесконечной циклической группой 


Известия АП, серия математичесскал, № 5 
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является и группа Уб:с, [| Уб:с.; за ее образующую можно принять 
У-цикл # —Ё , где клетки Й и & являются ориентированными областями, 
на которые тор разбивается двумя своими меридианами А, и А.. 


ГЛАВА Ш. СПЕКТРЫ 
$ 5. Клеточные епектры и их группы Бегти 


20. Проекции. Пусть А, и Ав клеточные комплексы. Предположим, 
что для всех размерностей г дан гомоморфизм 5 группы 18 (1) веех 
целочисленных г-мерных цепей Кв в группу 1., (Г) всех целочисленных 
г-мерных цепей комплекса А“, коммутирующий с оператором А: 

(20.1) 458 и = Алу для любого 23615 (0. 
Тогда система гомоморфизмов в, определенных для всех г, называется 
проекцией клеточного комплекса Кв в клеточный комплекс Ко. 

Пусть А.С К., АвС Кв--замкнутые подкомплексы и С.=К.\ А... 
Св= Кв^ Ав. Будем систематически писать: Е О на 
вместо Ра, Ёс,, УЖ т ит. д. Проекция @& комплекса Квв А, 
называется когредиентной с Ав, А,, если она отображает Го (1) 
в Гл (Г) (при этом естественно Тво, [40 считаются подгруппами соответ- 
ственно 14, (ше. см. п. 11, замечание). Такая проекция @8 естественным 
образом порождает проекцию &0 комплекса Азв А... С другой стороны, 
полагая для любой цепи 23 Е Гал (Г) 

ой ре бт , 
получаем (указывая нижним индексом &1, о, В, 31, что оператор А рае- 
сматривается на С,, А., Кв, Сь: 
А О тра == А и белы = 1: А, 65 д == 6 46 24 = О Анжи. 

Итак, 

[20.2] проекция & комплекса Квв А,, когредиентная © Ав, А., 
5 


Во > В1 
порождает проепцию [5 комплекса Ав В А. и проекцию &! комплекса 
(в в С. у 


21. Сопряжеяные гомоморфизмы. Проезция & комилекса Ар 8. Аз 


ставит в соответствие каждой цепи 25 = м а; 8; комплекса Кв по области 
коэффициентов % цепь 2 = @8 = Ма) [СИ 13; комплекса К. по той зе 


области коэффициевтов % и таким образом производит гомоморфизы 
6% группы Г == 7 (90) в групиу = 11 (80, также называемый проек- 
цией и коммутирующий в смысле равенства (20.1) с оператором А. 

При 9%! 5{ гомоморфизм хз группы 14 == 14 (90 в группу Тв = 1 (90, 
сопряженный гомоморфизму @@, ставит в соответствие каждой жеии 
2, © 1. цень хзж, Е [в, определенную формулой 


(21.1) (8,8) == (1,08 8)) для любо Е Ка. 
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` р 0, 
Гомоморфизм лв коммутирует с оператором у, как видно из 


(Ува 18) == (па. о ОА") = (2 Аба) = 


== (Уже: Е!) = (пул. ВУ) 


Если 6 когредиентно с Ав, А„, то для всякой цепи ХЕ Л 


и любого 06 Аз имеем (лвл: #80) = (201: @Ё 0) =0, так что яз отобра- 
жает [и в [4, и, следовательно, порождает гомоморфизм в группы 
Баев [в1, совпадающий на АЕ С “8 и сопряженный гомомор 
физму вещ 

С другой стороны, гомоморфизм 28) ‚ сопряженный гомоморфизму [ОН с 
определяется формулой 


о. т О р г 
180 Ход == 16 твТ.о для любого хо Е [д . 


Итак, 
| И | р ' 7 
12) д® | Г Г» и 20 | Тод Го 1 580. 224 | Тол Гол 1 8! 
{21. ) “з | Г Г о. зо | 1! я. 5.0; ПВА т! Г | 1. 
УВВ | у 180 80 АУ РИ 
где 
380 ыы В х _20 26 8 а. 
(21 3. | 0.0 —= ; тво = То тв; 
.* ) | БР Г” 4 с 
\ 6)4 — 14 © о в1 — ПВ 
Так как гомоморфизмы О НАЩЕ коммутируют с А, а *в, п8о, п 


—. 80 1 г ь 
с У, 0 0, 68 ть группы Аз, Аво, А. соответственно 


г 6.4 
В АА ВВ тв, тво, тв отображают группы а У соответ- 
ственно в Ув, Ув, Уви. Итак, 
к 6 
(21.4) жа! вр 
| у" А? | 
у "68 8 | 
я В! 
Заметим, наконец, что из самого определения гомоморфизмов 680, 68! 
ит. д. следует 


к 


: . а ла { 

(21.5) 0 Е та = 8% ©. 6 ЗО; ея хи = Е; 
= > 0() р гР & — 
(21.6) тво №0 х, == ое: о 18:23 = 12, 661$ . 


23. Клеточные спектры. Две проекции комплекса Ав в К. назы- 
ваютея гомологичными между собою, если они порождают один 
и 10+ же гомоморфизм групи Ав в А» 

Пусть дано неограниченное, частично упорядоченное множество кле- 
точных комплексов А,; мы пишем 39, если в этом множестве К; 
следует за К,; «неограниченное» — означает, что для любых двух К., 
К; имеется К,. следующее как за К., так и за Кз (мы пишем | > а, В). 
Предположим, что для любой пары а, В определено конечное число 
«допустимых» проекций 66 комплекса Кзв К„. так что: 

1° любые две допустимые проекции Кв в К. гомологичны между 
собою; 

2* | 


246 И. С. АЛЕКСАНДРОВ 


бо 


2° если 1 зВлаи @, &8 — допустимые проекции, то проекция 
@: = а комплекса К. в К, также допустима. 
В этих условиях частично упорадоченное множество комплексов К. 
вместе с определенными в этом множестве допустимыми проекциями 
РИА 
называется клеточным сиектром К={К,, 6%}. 
Каждый клеточный спектр определяет две системы гомомор- 


физмов или два «групиовых спектра» [см. ("*), стр. 668—669, или (*), 
стр. 20—22], обратную систему (А, в } м прямую систему 
19 тв } ‚ причем томоморфизмы одной системы сопряжены гомомор- 
физмам другой системы, откуда следует, что предельные группы обеих 


Ц 2 х >в 
систем (группы Бетти спектра К = А ®. у) 


: Е } а 
АК = Ша (А’, 6%), — Ук=Вм (У, я) 
«- ---< 
двойственны между собой. 
Предположим теперь, что проекции «ё нашего спектра когреди- 
ентны с данными замкнутыми подкомплексами АС Кв, А.С А. и что, 


те 180 
кроме того, проекции ® в. и 6.50 комплекса Аз в комплекс А, а также 


м 5 Е 
проекции о! и 81 комплекса Су в С., порожденные двумя какими- 


нибудь допустимыми проекциями о и 0, гомологичны между собою 
(все это для любой пары В >> а). В этом случае мы говорим, что спектр 
К=\К., в когредиентен с подкомплексами А.СКиС.=К, А.; такой 
1 ) Е › 
спектр очевидно определяет два новых спектра А=!А., Ия и 
@ЕАС.. Но и мы имеем группы Бетти 
т : 80 г . &() 
А — Пт (Аш, 90} Уд — Во (Усо, тво), 


Ус = И (уаз, п), Аб == Ша (А, ©), 


и двойственности 


ты } ры т 
А! \А, Ат: | Ус. 


$6. Иоренезение результатов главы Т на спектры К, А, С 


23. Леммы 0 системах гомоморфизмов. Пусть {Н., =8} — прямая 
система гомоморфязмов ‹ предельной группой Н. Сиектральное 
множество, т. е. теоретико-множественная сумма всех групп Я 
(которые считаем попарно не пересекающимися) распадается на 
«пучки»: два элемента #, Е Н., №3 Е Нь принадлежат к одному и тому 
же пучку, если для некоторого 7 > а, В имеем пуй, = я.йз. Эти пучки 
являются элементами группы Н [см. (*), стр. 24]. 


“ 


В 
Пусть {Н., ва} — обратная система гомоморфизмов с предельной груп- 
пой ИН. Элементами группы Н являются «нити» системы {Н„, в], 


т. е. множества А = (#,}, удовлетворяющие услозиям: 
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1° каждое 1, есть элемент группы Н,, ий содержит по одному 
элементу каждой из групп Мо; 

26 если В. ЕР, №3 и Вх, О 1, = ой. 

ЛЕММА м 1]. Если в обратной састеме {Н., &ё} даны подгруппы 


НЫ зоо СН при З>а, то группы Ни с и Ы 


а 
680 = 68 обрагуют обратную систему, и Н, = (Нед, 680) есть под- 


м 


группа группы Н = Ит(Н,, 8). 


Если в прямой системе гомоморфизмов {Нь, тв} даны подгруппы 
НС Но, и я3Нео <: Нво; то группы Нод с их гомоморфизками во = лв об ра- 
зуют прямую систему {Ньд, 8}. Каждый пучок системы {Ноо, м8 } 
содержится в определенном пучке системы {Н.„, тв}, и каждый пучок 
системы {Нь,тз} содержит не более одного пучка системы {Н.д, 28}. 


Таким образом группа Н,=Ит п (Мао, 230) изоморфио отображена на 


некоторую подеруппу группы ре Ой (И. 28) и может бить отож- 


бествлена с этой подгруппой. Эта лемма очевидна. 
ЛЕММА [23.2]. В условиях предыдущей леммы группа 
Нз : во = Нз рае: Нво; Но: 0 ==Н. —Ньо 
отоб ражена пос} НОЯ 
шё на Не На т на Нз:в0 =Нь—Ноо, 
причем 
Н-—-Н,=Им (Н. . «0,08; Н-—Н, =Нм (Но: ао, ®). 


—--- —=> 
Для доказательства лерого равенства ставим в соответствие 
каждой нити {4.} ЕН, входящей в денный класс хЕН — Во» НИТЬ 


5 а = В ИР == 
21а} Е Им (Н,— Ноо, ®.), удотлетворяюмую Узловью: Ех... Это со- 


«== 


ответствие и является, как легко видеть, исхомым изоморфизмом 
межлу Н—Н, и Пм (Н.— Нео; 68). 
тык 


Для доказательства правого равенства определим группу Н’ сле- 
дующим образом. Назовем двл элемента Л. ЕН., №; Е Ньэквивалент- 
ными относительно Н,, если существует такое у > а, 8, что 


дева — ЙЕ Нуо. Полученные классы эквивалентных между с0б0ю 
элементов спектрального множества являются по определению элемен- 
тами группы Н’. Сумма двух элементов #ЕН’и и"’ЕН’ определяется 
так: берем и. Е и’, ивби” ила, 8; по определению и’- и” есть класс, 
содержащий ди таив. Группа Я’ находится в состоя нии естественного 
изоморфизма с каждой из групп Н —Н, и Нш(Н.— Но, 73) и может 


—> 
быть отождествлена с каждой из этих групп. 


* Мы заменяем знак изоморфизма знаком ранеиства между двумя изоморфными 
группами, если среди всех изоморфизмов между этими группами выделен опреде- 
ленный «естествениый» изоморфизм, позволяющий в дальнейшем считать обе эти 
труппы тождественными. 
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ЛЕММА [23.3]. Пусть даны 0ве прямые (две обратные) системы 
гомоморфизмов {И., 8} и {У., с3} (соответственно {П., р} и (У. 8}; 
элементы И, и У, (0. и У.) в каждой паре систем взаимнооднозначно 
соответствуют друг другу. П редположим, что для каждого а дан гомо- 
морфизм |» группы И. в У.(Н группы Ув0.) такой, что для каждой 
пары В > < и и, ЕП. (соответственно 58 Е У) имеем 


(23.34) овршь = враиа; рвоа = ав. 

Совокупность гомоморфизмов |» (соответственно 1.) называется гомо- 
морфным отображением системы {И., рв} в систему {У. в} (соответ- 
ственно системы пд 08} в т 0} и следующим образом определяет 
гомоморфизм | группы И = (0., в) вГ=Ию И., 8) (гомоморфизм 


[группы У = И (У., 8) в 0 == Ша (0. 08): каждому пучку и= {и.} (каж- 


дой нити = {2.}) ставится в соответствие пучок ш, содержащий 
для какого-нибудь и, Е И. элемент ри. (нить Те= {[.5.} 
Доказательство этой леммы, так же как и доказательство следующей 
леммы, может быть предоставлено читателю. 
ЛЕММА [23.4]. В условиях леммы [23.3] имеем 


(23.41) свв Ее вв; ОУ с Ах 
следовательно (принимая во внимание лемму [23.1]),. 
(23.42) Нм (О, 08) = 1; Па (Д.И, РВ) =. 


То же для ядер гомоморфизмов: 
(23.43) 68 (2 `Оу,) = 15 "Оуз; св (8 "Об Е 'Об.; 
(23.44)  Нт([:'Оу,, в) =Г "Оу; Иа (2 '05,,%) =] Об. 


— 


Наконец, 
ЛЕММА [23.5]. Если в условиях леммы [23.3] имеем 
И. 0. 1. 
да — 1% 
Иа № 
то 
Е т 
й = |1. 
Г 


Доказательство следует из определения скалярного произведения 
для предельных групп [(°), стр. 670, формула (6.2)], а именно: для 
любых иЕНм (0, 08), иЕ Ш (Пе, р») имеем по определению 
(23.51) (и- и) = (и. - и.), 
где и. произвольно выбрано в и. Из формулы (23.44) тогда вледует 


(а - 5) = (Ди : 5.) = (и. ь 1ыво) Е (и ` о). 
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24. Более простая форма определения групи Ук, Ул, Уё. Лемма 
[23.2] позволяет дать определению групи Ук, Ул, Ус следующую более 


простую форму: два У-цикла 25 и 25 комплексов К, и Кв (соответ- 
ственно А. и Ав или С. и Св) по определению принадлежат к одному 
и тому же У-классу спектра К (соответственно спектра А или спек- 


тра С), если существует такое 1 >> <, В, что п: 2. — п® 24 (соответственно 
59022 — 11028, 11. — 6128) ограничивает на Ку(на А., на С,). Эти 
у-классы и являются элементами группы Ух (группы УХ, группы УС). 
Для сложения двух у-классов 31, $» надо произвольно взять 231, 
2868, 1 >@, В и определить 31 +-$ как У-класс, содержащий лез 
ив 28. 

25. Гомоморфизмы вложения и высеченяя. Группы фигуры К, 
А, С и теоремы о них. В силу формул (21.5), (21.6) и лемм [23.3], 


[23.5] гомоморфизмы ие НР порождают соответственно гомо- 
де 5% 

морфизмы ЁЕк, Ек, ГА, Ёс согласно фигуре 

Ук АК! 


+ Уд Ал 


Ак Ук 
+ Аб у - 


(25. ) ТА 


В соответствии с леммой [23.4] определяем: 


Кг . т 0 т Адт : г их 
Улк = ГАУК = Ни У(А,к,- во); АкА = ЕкАл = Шт (АК,л,, 68); ] 


я и 
(25.2) | * у" Г и 
АБк = ТАК = Нм (АБК в); Укс = ЕкУв = На (УК. Ко). 
= =» 
А%.к=(Ей ) ‘Ок = Ни (Ал, к., 660); | 
У5:к == (ЕЁ) Ок = Шт (Уб.к» <); 
(25.3) де ; 


т т т . г р _@0 . 
Ул:к =Уд —Улк = Пт (Уд,:к., тво); 
> 


г г С . т СВ 
Ас:к =Ас—Аск = т (Ас,:к.. @), 


ре 
после чего, на основании леммы [23.2] и формулы (12.4), имеем 


(25.4) (1)! Ок = Ни (УК, с,› 8) = Укс; (16) Ос = На (АК, до» 68) == АКА. 

Из этих формул так же, как в п. 14, следуют соотношения (14.1), 
(14.2) для спектров К,А, С. Остается доказать основной закон 
двойственности [14.3] или, что то же, третью пару изоморфизмов 
(14.3’). Это будет сделано в п. 27. 

26. Прямое определение групи фигуры К, А, С. Так как каждый 
А-цикл и каждая Д-гомология на А, являются А-циклом и А-гомологией 
на К., то каждой нити зд = {$0} Е» однозначно соответствует нить 
к’ = (.} Е Ак, вполне определенная условием С». Эта нить фк” 


А г 
и есть нить Ёкдл. 
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С другой стороны, каждый У-цикл и каждая У-гомология на С. 
являются у-циклом и У-гомологией на К., поэтому каждый У-класе 


т т 
38 ЕУС есть подмножество вполне определенного У-класса фк ЭУк и 
га @%" 
дк = ЕК $5- 
Пусть зк’ = (м) ЕАк. Тогда {Г:$)} есть нить, и эта нить и представ- 
ляет собой элемент к группы Ас. 
Пусть зк = {2} 6 Ук. Тогда все 1,2. являютея элементами одного 
и того же У-класса = ‘ак. 
Теперь мы можем дать определению групи фигуры К, А, С следу- 
ющую простую форму: 
Элементы группы Акл суть нити ук’ = {4} Ак, «содержащие» нити 
ЗА’ = {30} ЕЛА в том смысле, что С д» для любого а. 
: ы 
Элементы группы УксС Ук суть У-классы зк == {2} Ук, содержа- 
а Ах т 
щие в качестве подмножеств У-классы 26 = {2.1} 6 Уд. 
Элементы группы УдкС Ул суть У-классы фл, содержащие в числе 
г 
сзоих элементов продолжаемые У-циклы, т. е. У-циклы 2» вида 
20=102,, где 2, есть У-цикл комплекса К.; для каждого У-цикла 
я ‚.0 Ра 
20 зд ЕУлк найдется такое 3 > &, Что тпо2ью есть  продолжаемый 
У цикл комплекса Ав. 
Элементы группы . УскС Ас суть «продолжаемые нити» зс ЕАс, 
т.е. нити $6 = {3.1}, элементы которых суть продолжаемые А-клаесы 
зв НА ЧР т 
вида $}. = 1,18.) 8. СА». 
Элементы группы А’.к суть нити ул = {#0}, ограничивающие 
на К, втом смысле. что элементы казжкдого А-класса $ суть пиклы, 
огранизизающие на А... 


Элементы группы Аск суть У-классы, 


ограничизаю щие 
на К, т. е. являющиеся готмножествами нулевого У-класса 8х == 
=ОЕУхк. Другимн словами, для каждого 2“) ЕзсЕУс.к найдете: 
2312.1, ограничивающий на Кв. 

Для определения групи Ас.к и Уд.к скажем, что две нити 6={ > м и 
ус= ($'/1} принадлежат тому же АА-классу, если для каждого а раз- 
НОСТЬ {1 —$1 имеет вид $214 — $1 = №1) где $, 64’.С другой стороны, 
скажем, что два У-цикла 20 и 25 комплексов А, и Ав принадлежат 
тому же К.-классу, если для некоторого {> я, В оказывается, что 
У-цикл 1025—1020 комплекса А, продолжасм. 

После этого можем сказать: элементы группы Ас.к суть Кл-классы 
нитей $с, а элементы группы Уз.к суть Ку-классы А-циклов 2/0 

27. Доказательетво третьей пары изоморфизмов (14.3). Пусть 2/ = 
= {250} © Мак = произвольный Ку-класс. Тогда УЕ” 2.0 есть У-цикл ком- 
плекса С.„, ограничивающий на К.. Для доказательства того, что огора- 
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-19,{) г ^ 
торы УЁ. ‚ воздействующие на соответствующие 202%, порождают 
единый гомоморфизм УЕ труппы У’.к в УДК, достаточно убедиться 
в следующем: 

‘ р 1 х 

[27.1]. Если 5.0 и 230 принадлежат тому же Ку-классу т.е. вели 
для некоторого у > а, В имеем 
оя 00 г 80 г т 
(27.14) 20 20 — "то 250 = 10 2т, 
где 2. есть У-цикл на К, то 
о 5% & ох 60 
(27.12) я; Уд о— т УЕ 20 Е Н\уи. 
(мы помним, что Н.\ есть группа г-мерных У-циклов комплокса С, 
ограничивающих на С.). 

Для доказательства этого утверждения заметим, что в силу резуль- 
татов п. 15 из (27.11) следует, что 
ют с 70 _в0 г 0 
(27.43) УЕ. 10 20 — УЕ < Иа во ЕН 

С другой стороны 

0 0 _=0 ‚ ао 70 «0 т 
я УЕ. — Ут п: 240 =У У ("Е 20-— Е! т.о 250), 


со 0 _в0 г 
и т. Е. 20-— Е! пт020 есть цепь комплекса С.. Поэтому 


(27.14) ау Е 20 — УЕ оо На. 
Аналогично 
(27.15) 8 УЕ 230 — УЕ! хо 270 Е Ну . 


Из (27.13) — (27.15) следует (27.12) и, значит, [27.1]. 
[27.2]. в УЕ ОА Ус кнаут Ня доказатель- 
4 та 
ства пусть 2 'ЕУк, 21 622. Мы ищем такой У-цикл 230 некоторого 
комплекса Ав, 824, для которого 
в0 г « 4. 

(27.21) у В 230 — В 2< ЕНва . 
5 г 1 У р , у’! й » 

ак как 2/7 62 6УЬ, то по определению групны Ус:к существует 

= 1 
В > а и цепь 15 комплекса А, ограниченная У-циклом тз2/1 . Так как 
1 

Аз = 1521 есть цель комплекса Сз, то № 18 = 20 есть У-цикл на Аз, 
тогда как 7 — Е 1 х’ есть цель комплекса Сви 


У (23 — Е 13023) = 2 И = ЖЕ 


откуда следует (27.21), и значит, [27.2]. 
: : +1 
27.3]. Гомоморфиое отображение УЕ группы Уч:к на Ус:к представ- 
ллет собой изоморфизи. Для доказательства предположим, что эле- 
г я 
мент 2^ группы \^.к отображен посредством УЁ на нулевой элемент 
| гп : 
труппы УСК. Гребуетея доказать, что дд есть нулевой элемент 
группы Ул.к. Возьмем 20654. По предположению существует такое 
9 что 
С: 0 г т 
в УЕ. 2.0 Е Нв1 . 
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Так как 
0 80 _=0 
ву 210 — УЕв тво 20 Е Нв1 


[см. (27.14)] и 0 2оЕе2^, мы можем предположить с самого начала, 
заменяя В через д и 50 20 через 230, что для некоторого 20 Е 2 имеем 
УЕ" 06 Ни. Для того, чтобы вывести отсюда нужное нам тождество 
2) =0, достаточно доказать, что 2о есть продолжаемый У-цикл. Для 
достижения этой последней цели берем цепь 2: комплекса С.„, ограни: 
ченную У-циклом УЕ 210. Тогда 2. = Е 2о— есть У-цикл на Ко, 


и 102.=20, Что и требовалось доказать. 


$ 7. Симплициальные енектры 


28. Нервы. Мы обозначаем через №, №, ит. д. и называем нер- 
вами конечные полные симплициальные комплэксы (полнота означает, 
что каждая грань какого-либо симплекса из /Л№ сама есть симплекс 
комплекса М). Ориентированные симплексы нерва образуют клеточный 
комплекс, который обозначаем также через М. 

Пусть даны нервы /Л№.,, № и в них соответственно замкнутые под- 
комплексы С., Св. Положим К.=М,\ Сё;3 Кв= М Св. Пусть м 
симплициальное отображение № в №., отображающее Св в С.. 

Ставя в соответствие каждому ориентированному симплексу 


83 = (ево ...е») комплекса ИМ ориентированный симплекс ов Е 
= (58 И вы <без’), если все вершины 08 ев; попарно различны, и полагая 
8 18=0, если среди о3ез; имеется хотя бы одна пара совпадающих 
вершин, получаем гомоморфизм 8 группы Гл и Гл., етавящий в соот- 


а 


ъетствие каждой цепи 15 = \ а; комплекса М пель об ль = Мас, 
В 1781 8 Ай 8 


комплекса /№,. Так как гомоморфизмы 08 коммутируют с оператором ДА, 
то опи образуют проекцию клеточного комплекса № в клеточный 


комплекс М№,, которую будем обозначать также через об. Проекция 


2: 
8 я 
с комплекса №; в №, порождает проекцию © комплекса Квв К„ по 


. сх Ма г ь ‹ 
формуле ®8 дв = к, 58.3 для любого 23 Е 18 = кз (см. п. 20, в котором 


я а в = 
К» С., ®», 91 надо заменить соответственно через №, Ка, 54. 9). 
Известна следующая лемма: 


[28.1]. Пусть 58 и в. два симплициальных отображения нереа М 
в нерв №, отображающие Св в С. и удовлетворяющие условию: 
[28.11]. Для каждого симплекса Тв Е № существует симплекс Т.Е М, 


содержащий в числе своих вершин все вершины обоих симплексов 03 Тв 
и 53 Тв, причем если ТзЕСь, то симплекс Т. может быть взят среди 
симплексов Со. 

В этих предположениях проекции 5 и 7 комплекса К свй.. 


порожденные отоб ражениями. 08 и 5, гомологичны хежду собою. 
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Наметим доказательство этой леммы. Пусть е,, е.,...,е,-—- все вершины М, 
занумерованные раз навсегда в определенном порядке. Возьмем второй экземпляр 
№ нерва № с вершинами е;, с», х А Определим «абстрактные симплексы» 
{ остовы) вида [е:5 ь ее 5. е;,|, р=0,1,..., г, для всех симплексов Те: 6; „ТЕ М- 
Только что определенные А. симплексы и их грани в нерв М - 
называемый призмой с основаниями №; и №; (призма эта зависит от 


выбранной нумерации вершин е;). Для каждого ориентированного симплекса 


5 =@,..- в )Е№ назовем призмой над 1 цепь 
Р (2. ‚ 7+1 
ив = У (—1 ее еде, 
р 


После этого призмой над цепью тв = Хх а; в комплекса М назовем цепь 


Пл" = Мапи. 
т В 
комилекса №. Легко вычисляется: если 2% есть А-цикл компленса Кой то 
8 8 + 


(28.12) АНаВ = 2 в— 28 — ПА2” , 


где 28 есть цепь комплекса №;, соответствующая цепи 2в, и оператор А рассматри- 


вается слева на №, а справа на М [см. (<), стр. 199]. 


Воздействуем теперь на вершины М; отображением с8, а на вершины №; отобра- 


С 
. „ 
жением св. В силу условия [28.11] возникнет симплициальное отображение 5.8 
я т-- ы 
призмы /№5 в Г/,. Обозначая через ат и 2, цепи с, "ВП" вис „В ПА, из которых 
первая есть цепь комплекса №, а вторая— цепь комплекса С, получим 


Ах авт Л т 


я, так как К, открыто в №,, 


г+ 1 Мо г] № _В т Маз В) 1 >в ' В+ 
Ак, т 2, = Тк. Ам т = ТК, 3 26 Ро. 28 = 9.28 —®, 26, 


М “ 
что и требовалось доказать. 


В следующей главе (п. 31) нам понадобится следствие из только 
что доказаннсй леммы. | 

[28.2]. Пусть в нервах №, №., кроме замкнутых подкомплексов Со, 
Св даны еще замкнутые подкомплексы А. и Ав комплексов К.= М. Сь 
и Кв= № `\ Св. Предположим, что даны симплициальные отображения 
Е нерва № в №, отображающие не только Сз в С., но 
и Ав в А.. Условие [28.141] предполагаем выполненным в усиленном 
виде, а именно предполагаем, что для ТвЕСв, ТвЕА симплекс То, 
упоминаемый в [28.11], может быть взят соответственно в Са и РА 


> —.в | 
Тогда гомологичны меэкду собою не только проекции о и © комплекса 


о 80 
Кзв К., но и порожденные этими проекциями проекции 60, 9.0 КОМП- 
21 81 
лекса Авв А., а также проекции о, ов комплекса Св в Со. 
Для доказательства утверждения, касающегося Аз, А., достаточно 
заменить в [28.1] комплексы №, №, через Ав] Св, А. [] Са, и Кв, К» 


через Ав, А.. Для доказательства утверждения, касающегося Св, С., 
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надо заменить в [28.4] соответственно Св, С. через Ав (Св, 4.) С» 
и Кь, К. через Св, С.. 

29. Симплициальные спектры. Пусть дано неограниченное частично 
упорядоченное множество нервов М, (как всегда, мы пишем В > «, если 
в этом множестве №; следует за М№,). В каждом М, дан замкутый под- 


комплекс С,. Предположим, что для каждой пары В > а дано конечное 


число симплициальных отображений 58 (называемых проекциями) 


№ в №,, отображающих Св в С., удовлетворяющих условию [28.11] 
(для любых двух и 58) и удовлетворяющих, наконец, еще следую- 
щему условию транзитивности: 

[29.1]. Если у>В>х и 8, 58 суть проекции, то ‚симплициальное 
отображение 0 5{ комплекса №, в №, также есть проекция. 


В этих условиях частично упорядоченное множество нервов №, 
подкомплексов (С, и проекций 9 называется симплициальным 
спектром М={М,, С., с}; комплексы С, называются особыми 
подкомплексами в спектре №. 


Симплициальный спектр №М=(М,, С, 9} порождает в соответствин 
сп. 28 клеточный спектр 


К = {К., в} 


симплициального спектра М, где К. есть клеточный комплеке 
всех ориентированных симплексов комплекса №, \\ С. и проекции о 


^ № р 
определены, как в п. 28, формулами ФВ 2" = Тк. св хв для любого 
К. д т 
Тв Е [в = Ркв- 

Замечание 1. Мы не предвидим недоразумений от того, что 
№., К. обозначают то самые симплициальные комплексы, то клеточные 
комплексы их ориентированных симплексов. 

Замечание 2. Особенно важен случай, когда все С.=0; соответ- 
ствующие спектры называются бикомпактными. 


ГЛАВА ПТ. ПРОСТРАНСТВА 


$ 8. Клеточный спектр и группы Бетти локально бикомпактного 
проетранетва 


30. Сямплициальный и клеточный спектр локально бикомпактного 
пространства. Нерв / называется нервом системы множеств 
«—={А,,..., А,}, если его вершины а; находятся во взаимнооднозначном 
соответствии с элементами А; системы а, причем вершины @:,,... ‚а, 
тогда и только тогда образуют остов некоторого симплекса М, когда 


соответствующие им множества А;,...,А;, имеют непустое перз- 
сечение* . 


* Каждый нерв М является нервом какой-нибудь системы множеств, например, 
нервом системы открытых звезд вершин комплекса М. 


ГОМОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РАСПОЛОЖЕНИЯ 


гу 
РА 
А 


Пусть К — локально бикомпактное хаусдорфово пространство. Рассмот- 
рим систему всех конечных открытых (т. е. составленных ил конечного 
числа открытых множеств) покрытий 


А о ‚ биз} 


пространства К. Нерв покрытия & обозначаем через №; вершину №, 
соответствующую множеству ох обозначаем через с. Обозначаем 
через С. (замкнутый) подкомплекс комплекса М№., состояший из всех 
симплексов Г. Е№.,, обладающий следующим свойством: все вершины 
симплекса Т. соответствуют множествам 0..6, замыкания которых 
в К не бикомпактны. Таким образом, открытый подкомплекс К. =/М.\ С. 
состоит из тех симплексов №., у которых имеется хотя бы одна вер- 
шина, соответствующая множеству од Ех с бикомпактным замыканием. 
Покрытие** В назырается вписанным во, если каждый элемент 8 
содержится в некотором элементе покрытия %&. Мы пишем 8 >“ если В 
внисано в 9, но в то же время х не вписано в 3. Таким образом, 
множество всех покрытий а, а следовательно и множество всех нервов 
(М, оказывается частично упорядоченным. 

Пусть В > а. Каждой вершине ев; нерва /, ставим в соответствие 
какую-либо из вершин е„; нерва №,, выбранную при условии, что ов; 
содержится в 0. Полученное таким образом отображение вершин 
определяет симплициальное отображение №; в №., и всякое симоли- 
циальное отображение № в №., построенное таким образом, обозна- 
чается через 8 и называется проекцией № в №. Легко видеть, что нерзы 
Л, с их подкомплексами С. и проекциями 8 образуют симплициальный 
спектр М№М= {№,, С., 5%}; этот снектр называется симплициальным 
спектром локально бикомпактного пространства ВБ. 

Как сказано в п. 29, симплициальный спектр М = {М№., С, 28} опре- 
деляет клеточный спектр 


(30.4) К =К., ©); 


этот клеточный спектр называется клеточным спектром про- 
странства К, а его группы Бетти называются группами Бетти иро- 


г ь 
странства К и поэтому обозначаются через Ак, ук: 
24 13 Я т 
Ак =Ак, ук=ук. 


Если К бикомпактно, то все С,=0, и спектр /Л№ бикомпактен; тогда 
К.=М.,. и послэдующие рассуждения от этого упрощаются. 

31. Фигуры К, А, Ги К, А, С. Сохраняем обозначения предыдущего 
пункта и предположим, что в К дано замкнутое множество А. Допол- 
нительное открытое множество К `\ А обозначаем через Г. 

Обозначаем через А, замкнутый подкомплекс комплекса К’, состоя- 
щий из всех симплексов Т.Е К., удовлетворяющих условию: какова 


+* Под «покрытием» без каких-либо специальных оговорок мы понимаем всегда 
конечное открытое покрытие. 
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бы ни была вершина е„; симплекса ТГ., соответствующее множество 0; 
пересекается с А. Как всегда, полагаем С. =. \ Аа. Легко проверить, 
что проекции с° нерва № в №. удовлетворяют условиям [28.2] и таким 
образом, в добавление к клеточному спектру (30), определяют клеточные 
спектры 


(31.1) А={А,, 680 
и 
(31.2) С= {бы}. 


ы 1 
По самому определению, группы Ак и Ук тождественны с Ак, Ук. 
Мы увидим в следующем параграфе, что существуют определенные 
«естественные» изоморфизмы между группами 


Аи. АА; Аи АС; 

Ули Уд; Уги Ус. 
Эти изоморфизмы трансформируют гомоморфизмы вложения и высечения 
Е&, 8%, ТА, 16, связывающие группы Ак, Ук с А%, Ул, Ас, Ус в гомо- 
морфизмы Ек, Рк, ПА, ТК, связывающие Ак, Ук с Ад, У\, АГ, УГ, и при- 
водяпцие таким образом к определению «групп фигуры К, А, Г», 


т. е. групп Ака, Укг, Ал.ки т. д. После этого останется доказать, что 
эти гругпы удовлетворяют соотношениям (14.1) — (14.3”) с естественной 
заменой в этих соотношениях К, А, С через К, А, Г. 


$ 9. Естественные изоморфизмы. Группы и гомоморфизмы 
фигуры К, А, Г 


32. Снециальные типы покрытий. Как уже было сказано, под 
покрытием без каких-либо дополнительных оговорок мы понимаем 
коночное покрытие (нормального локально бикомпактного пространства 


К). Ро всяком покрытии а= {0,1,...,0.з3} мы обозначаем через 
0-1,...,0.р И называем элементами первого рода те элементы, 
которые пересекаются с А. Остальные элементы (т. е. 0, р+1,...,0в) 


называются элементами второго рода. Среди элементов вто- 
рого рода мы различаем граничные элементы, замыкания ко- 
торых пересекаются с А, и внутренние (с замыканиями, лежа- 
щими в ПГ). 


Покрытие {01,...,0зр,.. .›0.з} называется когредиентным 
с А, если оно удовлетворяет следующим условиям: 

1°. Все множества А [|] 0.1,...,А [|] ор попарно различны между 
собою. 

2°. Если ‘0 [1] г. Поза, п крутые 


(АП) П...П (АПоа,) = 0. 

3°. Если <ри А[] о: бикомпактно, то и о; бикомпактно. 

Пусть а = {051,...,0ар»...,0.з} — покрытие. Обозначим через { сумму 
тех множеств 0, которые бикомпактны и кроме того лежат в Г. 
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Покрытие « называется когредиентным с Г, если оно удовле- 
творяет следующим условиям: 

1°. Элементы второго ряда покрытия а образуют покрытие множества 
Г. обозначенное через Г, = {0.,р+1,.... 0аз} 

2. Ни один из элементов первого рода не пересекается с Ф. 

Замечание. В моей работе (') покрытия, когредиентные с К, 
назывались правильными по отношению к Г. 

Наконец, покрытие а = {0.1,...,0..} называется правильным 
(в терминологии (") правильным по отношению кА), если: 

1°. а не содержит граничных элементов второго рода, 

2. Если!.,...,; <рилд [] 0 [|...П 0. =0, 10 и 0 [| ..-ПГ] 0 =0. 

Чтобы закончить эти предварительные замечания, обозначим через 
4, подкомплекс комплекса А„, состоящий из всех симплексов Г.С К., 
обладающих свойством: какова бы ви была вершина Т,, соответству- 
ющий ей элемент покрытия х есть либо элемент первого рода, либо 
граничный элемент второго рода. Очевидно А. есть замкнутый под- 
комплекс А, и А, 2 А.. 

Если В > а, то всякая проекция 5% отображеат Авв А., так что мы 
имеем клеточный спектр А’ = {А., 580} и более важный для нас кле- 
точный спектр 


(32.1) СС ФИ, 


й й ыы р 1 . [. 
гдеб,=К.`\ Аи © '9, 6’ суть проекции клеточного комплекса Ав 
в А. и клеточного комплекса Сз в С,, порожденные симплициальными 


отображениями св : 


Очевыдно: 

[32.2]. Если а — правильное покрытие, то А, = А., С. = Са. 

Следующие предложения доказаны в (('). 

[32.3]. За всяким покрытием следует правильное покрытие (см. (‘*), 
стр. 38, теорема [6.22]). 

[32.4]. За всяким покрытием следует покрытие, когредиентное с Г 
и даже более того:, 

[32.5]. За всякими двумя покрытиями а, В, следует покрытие т, 
зогредиентное с Г и такое, что каждый элемент второго рода покрытия 
у содержится по крайней мере в одном элементе второго рода покры- 
тия & и по крайней мере в одном элементе второго рода покрытия 8. 
(См. (=) стр. 46, лемма [8.5]. 

[32.6]. Для каждого покрытия аг множества Г можно найти такое 
покрытие « пространства К, когредиентное с Г, что Га=аг. (См. ("), 
стр. 44, теорема [8.33]). 

Докажем теперь 

132.7]. За всяким покрытием а =: {0.1,...,05р,...›0аз} следует покры- 
тие, когредиентное с А. 

Пусть 


АД од 9 = р 
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___—А«„„„„——А—.„ А ———А—А—аы 


выбраны среди А [1 0.1,....АПожр таким образом, что никакая соб- 
ственная подсистема системы (32.7) не образует покрытия множества А. 
Строим замкнутые множества а; С А [|] ох, &=1,2,...,4. так, чтобы они 


покрывали все множество А. После этого выбираем окрестности (24; С: 0: 
множества 4, соблюдая следующие условия: 


1°. все Оа; попарно различны; 
2°. если Оах [|]... [|] Оа., = 0, то и а, [.... Па, = 0; 
30. если а; бикомпактно, то и Оа; бикомпактно. 


Сумма всех Оа; образует окрестность ОА множества А. Берем 
замкнутые множества 6, С К ОА так, чтобы получилось замкнутое 
покрытие {5,,...,8,} множества К `\\ ОА, вписанное в «. После этого. 
если 6. Со, берем окрестность ОБ, С о.; [|] (К `\ А). Покрытие Оа,,..., 
Оа., 06,,..., ОБ, следует за а и когредиентно с А, что и требовалось 
доказать. 

Пусть а— покрытие К, а “д— покрытие А. Если, ставя в соотве“- 
стгие каждому элементу первого рода покрытия « его пересечение с А, 
получаем взаимно однозначное соответствие между множеством элемен- 
тов первого рода покрытия « и покрытием ал, то пишем чл = Ах. 

Из [32.7] следует 

[32.8]. Сохраняя среди покрытий множества А лишь покрытия вида 
ел = Аа, где о — покрытие К, когредиентнсе с А, и полагая для таких 
покрытий АЗ Ая, если только В >> а, получим конфинальную часть 
множества всех покрытий множества А. 


33. Лемма 0 системах гомоморфизмов. Пусть даны две системы 
гомоморфизмов: 


в: а ы 
обратные {.л, 5} и (0, 9}; (прямые {(/., явы} и 0, 8), 


удовлетворяющие условиям: 

10. (Существует изоморфное отображение ‹2^ группы Из на 0.; 
(соотв. Ч» на (.). 

2°. Из Вь > “\ следует 8 > а. 

53°. Для "Зло то 


Вр Е вь; и.) Е бе 
имеем 


в ^ Ви >В Ви, А & _@). 
Фа оби == обв" ИВ, етих == твФа Чо». 


При этих условиях, заменяя элементы каждой нити {и.л}, (каждого 


х 
пучка {и.)}) их образами при отображении 9, получим изоморфное 


отображение группы Шт (О.», 5 на Им (0. 3); (группы Им (Оз, жа» } 


——— -—> 
< м я 
на И (О, тв)). 
=> 
Доказательство не предетавляст затруднений и может быть найдено 
в ("}, стр. 23, теорема [3.61]. 


ГОМОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РАСПОЛОЖЕНИЯ #59 
ЕЕ 


34. Естественные изоморфизмы между группами Ал, Ул и групиами 
АА, Уд. Мы возвращаемся к фигурам п. 31, но слегка видоизменяем 
на время наши обозначения. Именно, мы обозначаем теперь через а 
любое покрытие множества А, могущее быть записанным в виде © = А», 
где ©) — какое-нибудь покрытие К, когредиентное с А(и такое, что 
Аз» == а). В соответствии с этим мы обозначаем через М№,», М, нергы 
2\, а, через с проекции №, в №, тогда как 58 обозначает теперь 
лишь те проекции № в М№., которые порождаются проекциями о. 
Естественно, Аа, К. обозначают подкомплексы комплексов Мл, М,, 
состоящие из симплексов, имеющих хотя бы одну. вершину, соответ- 
ствующую элементу покрытия эл (покрытия &) с бикомпактным замы- 
канием. Наконец А., есть подкомплекс комплекса К.), состоящий из 
симплексов, все вершины которых соответствуют элементам а^, пере- 
секающимся с А. 

Переход от &\Х к «= Ао) производит изоморфное отображение * 
комплекса А.» на комплекс К. и, следовательно, изоморфное отобра- 
жение $/^ групи А’ло, У'ло (комплекса А.л) на группы Ах, У, (комплекса 
К.). Изоморфизм 92^ удовлетворяет условеям леммы 33 и поэтому по- 
рождает изоморфизм группы 


. —вВи0 . В . ое &).0 х РАЯ в. 
Ию (Асжо, 680) на |1 (Уз, &«); 110 (Ухо, пвьо) на И (Аа, та). 
ты Е. 


“= —= —- 


Так как покрытйя х^ образуют конфинальную часть множества всех 
покрытий К, а покрытия &« образуют конфинальную часть множества 
всех покрытий А, то мы вправе отождествить 


. т 2.0 О © т 2.0 5 
а (Або, 0) с Ад; та (уро, яаыо) © У; 


—— -= 


та (А", в) с 4% Им (9%, яв) с У. 


: Ё . А 

Гаким образом мы получаем естественный изомофизм (а) 
групи А», Уд на группы Ад, Уд; обратный изсморфизм обозначаем 
через (4). Мы вернемся к этим изсморфизмам в п. 37. 


35. Естественный иземорфизм между группгми Аг, Уг и группами 
Ас’, Ус. Теперь мы обозначаем через х произвольное покрытие мно- 
жества Г, через 9). — произвольное покрытие К, когредиентное с Г 
и удовлетворяющее условию Га^ =#. Смысл обозначений №», №., Кол, Ко 
очевиден. Мы сохраняем среди нерзвенств Ви > «\ лишь такие, для 


которых существует проекция ое, ставящая в соответствие каждому 


* Всякое взаимнооднозначное симплициальное отображение нерва М на нерв №' 
называется изоморфным; если Ми М' — изоморфные нервы, а О, О' — такие под- 
номилексы соответственно № и М', которые при некотором изоморфном отображении 
с нерва № на М№' переходят один в другой, то отображение 3, рассматриваемое лип, 
на О, называется изоморфвым отооражением О на О'. 


3 Известия АН, серия математическая, №5 


260 П. С. АЛЕКСАНДРОВ 


элементу второго рода покрытия Вр элемент второго рода покрытия а^. 


Только эти проекции с* будут теперь рассматриваться. Таким обра- 
зом получаем, в силу [32.5], конфинальную часть 


(35) Ее ВЫ 58} 


спектра К. 


В соответствии со сказанным в п. 32 мы обозначаем через Со» 
открытый подкомплекс комплекса К.», состоящий из симплексов Тел, 
удовлетворяющих следующему условию: среди вершин Т.» по крайней 
мере одна соответствует внутреннему элементу второго рода покры- 


тия ал. 


Через 68 обозначаем проекцию клеточного комплекса Сз„ в кле- 


точный комплекс С,›, порожденную тгроекцией вв. 


Легко видеть *, что для любого ©) имеем К.=С.; таким образом 
мы вправе отождествить группы 


т т ® Руки т } т 
Аз —= Ак. с Ас») =: Ве м Ук, с Уса»). == УС а 
и, следовательно, 


Аг = пм (А”. 8) с Ас. = Иша (Алу © О 


—— = —— 


Ур = Шт (Ух, м8) © Ув: = 1 (Ублу, ^’зь). 
—> 


—=- = 


Но как покрытия 9^, когрэдиентные с Г, так, с другой стороны, 
правильные покрытия образуют конфинальные части множества всех 
покрытий К, поэтому, считаясь с [32.2], мы имеем естественный изо- 
морфизм между 


Ас и Ас: Уи 
и, следовательно, между Дг, Уг и Дб, Ус. Этот изоморфизм, расематри- 
г 
ваемый в направлении от ГкС, обозначается через ( С ) ‚ в обратном 
я 
С 
направлении — через (г }. 


36. Основные определения и результаты для фигуры Б, А, Г. 
Вследствие тождеств Дк=Ак, Ук-=Ук, гомоморфизмы 
А [6 К К 
Ек, Ек, Ча, Тс 
групп 
Ал, Ув, Ук, АК 
в группы 


у г т у 
ВОК "Ул: АЕ 


* См. (1), стр. №5, формула (8.41). 
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грансформируются естественными изоморфизмами в гомоморфизмы 
Ен = Ек (&), Ек=ЕК (5), ТА=(А) ТА, 1т= (1) 16 
групп 
Ал, Ут, Ук, Ак 
в группы 
Ак, Ук, Ул, Аг 


и таким образом определяют группы: 


Акл = ЕкАл = ЕК (4) Ал = ЕкКАА=Акл | Укг = ВКУР=УКс 
Улв =ТАУК = (4) ТАУК = (4) Улк Атк = ТИАК = (Г) Ак 
ДА.к = (Ек) ‘Ок = (4) (ЕК) 'бк= (А) Ал.к | Урк=(Ек) 'Ок = (9) Уб:к 
Ул:к = Уд — Удк = (А) Уд — (4) Удк = Арк = (©) Аб:к. 

= (А) Ул:к 


Так как все группы фигуры К, А, Г переводятся естественными 
изоморфизмами в соответствующие группы фигуры К, А, С, то все 
изоморфизмы, двойственности и аннуляции, перечисленные нами в п. 11, 
сохраняют свою силу при замене в них К, А, С на К, А, Г. 

37. Замечания 0 естественных изоморфизмах и группах фигуры 
К, А, Г. Возьмем какой-нибудь элемент группы Ад (группы Ул). Среди 
покрытий К оставим лишь покрытия, когредиентные с А. Тогда для 
любого 26”, 2'ЕУх можем написать: 

25 {260} 220}, 

где индекс ©^0 означает, что соответствующий Д-класс (У-цикл) взят 
на Ал. Как мы знаем, комплекс А» может быть отожждествлен с нервом 
покрытия «= А»х^; поэтому 2’, 2 могут быть рассматриваемы как 
элементы групп ДА, Уд. Полученное таким образом отождествление 
элементов групп ДА, Ул с элементами групп А%\, Уд и представляет 
собою определенный выше естественный изоморфизм между Ал, Ул 
и ДА, У. 

Теперь обозначаем через х покрытия множества Г. Пусть 2" = {25} Е Уг. 


Каждое 2, может рассматриваться как У-цикл комплекса Сл, следова- 
тельно (так как С.) открытый подкомплекс комплекса С.) как У-цикл 
комплекса С.л, где «\ есть покрытие К, когредиентное с Г и «= Га). 
Сохраняя среди покрытий К лишь когредиентные с Г, а среди проек- 
ций 0 лишь те, которые ставят в соответствие элементам второго 


рода Вь элементы второго рода «\, мы вправе отождествить 2’ с неко- 


торым элементом группы Ус. Это отождествление и представляет 
г х 
собою установленный выше естественный изоморфизм ея групи Уг 


на группу Ус. Заметим при этом, что рассмотрение правильных покры- 
3* 
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Го 


тий только для того и было нужно, чтобы убедиться в том, что изо- 
морфизм 68) отображает Уг на Уб. 

Теперь «— покрытие К. Пусть 25 = {$ы} Е Аз. Ставим в соответствие 
каждому 2.1 Е зи! ЦИКЛ 2() = тс: 2.4 (прием обычный, если рассматривать 


2.4 как «относительный цикл» комплекса К. то4 А. и помнить, что 


1 Е 
А; А.). Это отображение представляет собою изоморфизм Дс на Дс, 
(это следует из наличия правильных покрытий, которые только здесь 
и применяются). Рассматривая одни лишь покрытия @&, когредиентные 


с Г, отождествляем далее 36. = {$<+)'} Е Аб. с некоторым элементом группы 
Ат. Этот переход от Ас к Аг и есть натуральный изоморфизм У 
группы Де на группу Аг. 

Простое геометрическое содержание естественных изоморфизмов позво- 
ллет дать столь же простое прямое определение групп фигуры К, А, Г. 
Имея в виду тождества Акл=АкА, Укг=Укс, мы должны лишь дать 
определение групи Ук, Агк, ДА.к, Уг.к (труппы Улд.к и Аг.к опреде- 
ляются как фактор-группы ул:к = Уд — удк, Аг.к =Аг— Арк). 

Отождествляя элементы пучка > ЕУд с у-циклами 20 комплекса 
А», где «^ когредиентно с А, мы можем сказать, что пучки 2" = {2')0}, 
принадлежащие к У’дк, характеризуются тем свойством, что для каждого 


г 2.0 т 
а«^ можно найти Вь > а), когредиентное с А, так что яв„о ро есть 


У-цикл, продолжаемый на комплекс Кв». и 


Подобным же образом нити 2’ЕДгк характеризуются следующим 
свойством: если отождестгить элементы нити 2 с А-классами комп- 
лекса С», где а^ когредиентно с Г, и перейти затем, пользуясь пра- 
вильными покрытиями, от спектра С’ к спектру С, то получится нить 
спектра С, продолжаемая в смысле п. 25. 


Элементы группы ДА.к суть нпти $ ЕЛА, «ограничивающие на К»; 
это значит: если мы рассматриваем 2.6.63 ЕЛУ.к как А-цикл комп- 
лекса А» (где «^ когредиентно с А и Ах) =«), 10 этот цикл ограни- 
чивает на К». 

Элементы группы Уг:к суть пучки 2.ЕУб, «ограничивающие на К»; 
это значит: если рассматривать элементы пучка 2” как У-циклы на С. 
(где «^ когредиентно с Г), то весь пучок 5’ является подмножеством 


пучка, представляющего собою нулевой элемент группы Ук. Другими 
т ` 
словами, если 2) 2’, то существует такое Вр. `> я^, что СИ 2х ограни- 
чивает на Кв». 
т 

Заметим, что элементы группы Ул.к = Уд — Ук могут быть непосред- 
ственно определены как Ку-классы У-циклов: пусть а, В— два покры- 
тия множества А; определяем М,, №, К., Кв как в и. 34. Два У-цикла 
№ т 
5. И 2в комплексов К., Кв принадлежат по определению к тому же 
К;-классу, если существуют покрытия а), Вр, 1у пространства К, 


когредиентные с А и такие, что Аз) =х, АВьВ, Азу=у, уу а) 
10 т Вь0 г Е : 

и ЧТО Т.о 2. — Пт 28 есть У-цикл комплекса А., продолжаемый на 

комплекс К... 


Подобным же образом элементы группы Аг.к суть Ка-клес. х ситей, 
причем по определению две нити 2’ == {$.} ЕАг и 2'={$,} ЕАг принад- 


лежат к тому же Кл-классу, если для каждого а цикл 2—2, Еф, 


Зы, 
р 


ых 


Е рассматриваемый как цикл комплекса С. (где х^ когредиентно 
с Г) продолжаем на Кл. 

38. Другая форма определения естественных изоморфизмов. Эта 
форма понадобится лишь в замечании 1, п. 43 гл. 1У. Мы сохраняем 
обозначения п. п. 30 и 31 и берем в каждом К, замкнутый подкомп- 
лекс А., вершины которого те же, что и у комплекса А., а симплексы 
|6, ...е,| соответствуют тем совокупностям о», ..., од, элементов а. 
для которых АГ] 0 [|]... Г] ом, 0. Очевидно А/СА,. и {38.1) 
А,= А,, если а когредиентно с А. Обозначаем теперь через ®\ любые 
покрытия К. Каждому 9). = {0,,....0»,...,0;} соответствует покрытие 


х = Аз) = {Ао,,..., Аоз}, 


где Ао, =А[] 0; суть «обозначенные множества» [('), стр. 31, $ 5], 
т.е. Ао; и Ао; считаются различными лишь когда 1-27. Каждое 
покрытие х множества «А может быть получено в виде Аз». Нерь 
покрытия Ао) есть А.›, поэтому мы имеем «естественный изоморфизм» 
Г 2 
между группами Уд, Али 
т . г _2^0 ‚ . т —Выо 
Ул. = Ш (Уд) > ПВыО) Ал. = И (Ал, 4.20). 
и 


Реж 
В силу тождества (38.1) этот изоморфизм трансформирует гомоморфизмы 
у и 
ТХ. группы Ук в Ул. и Ек группы А. в Ак соответственно в гомо- 
А „ 
‹орфизмы ТА и Ей группы Ук в Ул и группы А% в Ак, определенные 
в п. 34. 


$ 10. Случай кривых полиэдров Ки АСК 


39. Теорема инвариантности. Пусть К — конечный эвклидов полиэдр 
[мы пользуемся терминологией (*), стр. 128]; пусть К -- симплициальное 
разбиение [(*), стр. 129] полиэдра К. Обозначим через А какой-нибудь 
замкнутый подкомплекс комплекса А, через А — полиэдр, образованный 
из симплексов А, и положим, как всегда С=А\А, Г=КкК\А. 
Докажем, что группы фигуры К, А, Г изоморфны группам фигуры 
К, А, С. Для этого рассмотрим последовательные барицентрические под- 
разделения 

И ВОР 
Анни, укоая 


комплексов К и А. Для любого п обозначим на время через ^„ покры- 
тие полиэдра К замкнутыми барицентрическими звездами комилекса К». 
и берем столь тесные окрестности элементов покрытия ›„, чтобы полу- 
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ой Е 
чилось открытое покрытие ^„ полиэдра К, когредиентное с А и подобное 
покрытию )}.„. Комплексы К, и А„ являются соответственно нервами 
покрытий ^, и А),. Проекции нерва Ки.: в К» (нерва Аз: в А») 
ставят в соответствие каждой вершине е„;.! комплексов Кии, А», 1 
одну из вершин носителя точки е„.1 в К, (в А) и являются поэтому 
так называемыми «естественными сдвигами» («пафбгИсЪе УегзомеьБипееп» 
в терминологии (“), стр. 349). Поэтому, хорошо известным стандартным 
процессом устанавливается изоморфизм между группами Дк, Али 
Ак, \, причем этот изоморфизм изоморфно отображает Ак на Дхкл 
и А\.к на А\.к. Так как все остальные группы фигур К, А, Г полу- 
чаются из груил Ак, Ал, Акд, тою же алгебраической конструкцией, 
которой группы фигуры К, А, С получаются из Ак, Ал, Акд. то вее 
группы фигуры К, А, Г изоморфны соответствующим группам фигуры 
К, А, С, что и требовалось доказать. 


40. Общий полиэдральный елучай. Пусть теперь К и АСК — кривые 
полиодры (т. е. топологические образы конечных эвклидовых полиэдров). 
Без ограничения общности можно предположить, что К — эвклидов 
полиэдр. Как всегда Г=К`\ А. В качестве областей коэффициентов 
мы рассматриваем до конца главы лишь так называемые элементар- 
ные группы, т. е. дискретные группы с конечным числом образую- 
цих и их группы характеров. Так как все подгруппы и все фактор- 


т 
групиы элементарных групп суть элементарные группы, то группы Ак, 
Ак; Ад, Уд; АкА. Укг; Ад.к, Улк, а также в силу третьей пары изомор- 
фмзмов, --группы Ат:к, Уг:к при г: 1 — элементарны. Как известно, 
если при данной дискретной группе Х подгруппа ИСХ и фактор- 


группа Х--( олементарны, то и сама группа Х элементарна (см., 
например, (*), стр. 576, п. 38). Отсюда и из первой пары изоморфизмов 


н. 14 следует, что группы Дт, Уг при г >= 1 элементарны. Группа 45 (Х) 
есть, как нетрудно видеть, прямая сумма стольких групп, изоморфных 
группе Х, каково число компактных (к себе) компонент открытого 
множества, но число этих компонент конечно (это следует из конечносты 
числа компонент К), так что в нашем случае группы К У. также 
элементарны. Итак: 


[40.1]. Для кривых полиодров К и АСК все группы фигуры К, А, Г, 
взятые по элементарным группам коэффициентов, элементарны. Если 
группа коэффициентов конечна, то все группы фигуры К, А, Г также 
конечны. 

В силу второй пары изоморфизмов порядок группы Ук при конеч- 
ной группе коэффициентов Х равняется произведению порядков групи 
Укг и Ул:к. В частности это верно, когда группой коэффициентов 
является циклическая группа Х=1, любого конечного порядка #2. 
Отсюда на основании теоремы М. Ф. Бокштейна [(°), стр. 373], следует, 


что группы Ук по любой области коэффициентов вполне опреде- 
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Е ЕВ НН ЕЕ ЕТ В На РЕБЕ ое ее 


ляются группами Укг (т) и Уд.к (т), взятыми для всех т и всех г. 
Таким же точно образом из первой пары изоморфизмов следует, что 
группы Ал вполне определены группами А\.к (т) и АКА (т), взятыми 
для всех т и г. Чтобы получить авалогичный результат для группы 
Уг, нам нужна следующая 


ЛЕММА. Группы Уг(т) (даже группы Ут(Х) для чюбой области 
коэффициентов Х) выражаются через группы уг(Т) тем же самым 
образом. как в случае, когда Г есть конечный клеточный комплекс. 

Предположим на время, что лемма доказана. Тогда, так как теорема 
Бокштейна опирается лишь на отношения. связывающие Ук (Г) и Ук (т) 
при различных т и г, доказательство ее дословно сохраняет силу 
и в нашем случае, и мы получаем следующий результат: 

Теорема Бокштейна для открытого множества Г. 
Группы Уг(Ю, а следовательно, и все группы Уът(Х) для любой области 
коэффициентов Х, вполне определяются порядками групп Ут (т), взятых 
Эля всех ти всех г. 

Так как, в силу первой пары изоморфизмов, порядок группы ур (7) 
равен произведению порядка Уг.к (т) и Угк (т), то группы Уг вполне 
определены группами Уг.к (%) и Укг(т), взятыми для всех т и г. 

Остается лишь доказать лемму. Это доказательство содержится 
в конструкции З{еепго4’а (“з), п. 14, которая в нашем случае дает как 
раз нужный нам результат. Однако, поставленную цель можно достиг- 
нуть м проще с помощью следующих соображений М. Ф. Бокштейна, 
которые пользуютея лишь окончательным результатом Э4еепго4’а, а не 
его промежуточными построениями. Эти соображения таковы. Так как 
группы Уг (1) суть группы с конечным числом образующих, то суще- 
ствует нерв М, группы Ун(Т) которого соответственно изоморфны 
п. 9]. Пусть 


М№-- полиэдр, составленный из симплексов нерва №. В силу фундамен- 


7 


груипам У, (1) [см., например, (“), стр. 266 


тальной теоремы З4есиго4’а группы Уг(т) выражаются через группы 
Уг([. и эти выражения зависят лишь от самих этих групп (и групи 
коэффициентов) и поэтому таковы же, как выражения Уз (т) через 


ух (М. Но группы Уз (1), Уз(т) изоморфны группам Ум (1), У (т), 


у г 
и группы уу(т) гыражаются через уя (Г) так же, как ух (т) выра- 


кается через Ум (Т), откуда и следует лемма. 

Все результаты, сформулированные в п. 14 (гл. 1) нами полностью 
доказаны. Заметим, что и результаты, относящиеся к кругу так назы- 
ваемой теоремы Фрагмена-Брауэра, доказанные для комплексов в п. 15, 
без труда обобщаются сначала на случай спектров, а затем и прост: 
ранств. Это обобщение происходит сокершенно теми же методами, как 
те, которые мы подробно разобрали в главах П и Ш в применении 
к результатам п. 14, и поэтому может быть предоставлено читателю. 


266 П. С. АЛЕКСАНДРОВ 
ее ых 


КЛАВА ТУ. МНОГООБРАЗИЯ 
$ 11. Бесконечные комнленеы 


41*. Бесконечные комплеквы. В этом параграфе О обозначает локально 
конечный полный симплициальный комплекс; сумма всех симплексов 
такого комплекса является локально бикомпактным пространством Ф®. 
Мы обозначаем через Гл группу г-мерных конечных цепей комплекса 0 


: и $ 
относительно дискретной группы коэффициентов Х; через Го обозна- 
чается группа всех (бесконечных) г-мерных цепей комплекса @ относи- 
тельно бикомпактной группы &|Х; при этом группа Го топологизи- 
руется так [(`*). стр. 694], что делается прямой суммой [(*°), $ 21] 
= — ео р ых 5. 
групи Гл, изоморфных группе #,; группа /„ есть группа всех цепей 
вида а, где & есть определенный ориентированный симплекс комилекса 
0, аа пробегает всю группу Я. Так как [.0 есть прямая сумма групп /4 
; г в = а Г г тг 
(где /4 состоит из всех цепей вида а, и а пробегает группу Х), то 14 | № - 
ти И 
Теперь мы обычным путем определяем группы \0 и Ао: грунва Уд 
(группа Ло) есть фактор-группа группы всех г-мерных конечных У-циклов 
(бесконечных А-циклов) по подгруппе ограничивающих циклов (ограни- 
чивающий конечный У-цикл по определению ограничивает конечную 
цепь). Группы Уд и Ао двойственны между собою. 
Ближайшая задача этого параграфа — доказать изоморфизмы 


(44.1) У Ане 


В виду двойственностей Уо|Ао, Уо! Ао достаточно доказать первый из 
изоморфизмов (41.1). Это доказательство опирается на некоторые пред- 
варительные замечания и леммы [41.2] и [41.3]. 

Пусть х — конечное открытое покрытие пространства 9, пусть №, — 
нерв а. Элементы % с бикомпактными замыканиями и соответствующие 
этим элементам вершины Л, называем регулярными, остальные элементы 
я и вершины М, — иррегулярными. Подкомплекс С. {см. п. 30), состоя- 
щий из симплексов №,, все вершины которых иррегулярны, называется 
иррегулярной частью нерва №, а комплекс К. = М, `\\ С, назовем регу- 
лярной частью нерва Л"... 

Конечный открытый подкомплекс С комплекса О называем регу- 
лярным подкомплексом, если он является суммой звезд ** 
некоторых вершин (0, или (что тоже самое) если каждый. симплекс С 
имеет хотя бы одну вершину, являющуюся элементом С. Легко видеть: 
если С — произвольный открытый конечный подкомплекс комплекса О 
а О, и С, суть, соответственно, барицентрические подразделения комн- 
лексов О и С, то С, есть регулярный подкомплекс комплекса ©: 

* На п. 41 дальнейшее изложение не опирается. 

ыы Звезды мы рассматриваем то как открытые подкомплексы комплекса О, тс 
как составленные из симплексов этих подкомплексов точечные множества; можно 
надеяться, что это двойное словоупотребление не поведет к недоразумениям. 
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Покрытие х называется комбинаторным по отношению к 0, 
если выполнены следующие условия: 

а) Все регулярные элементы покрытия х суть звезды некоторых 
вериин комилекса О. 

б) Пусть С, есть (регулярный) подкомплексе комплекса 0, опреде- 
ленный как сумма звезд, являющихся злементами а; пусть Г, — соответ- 
ствующее точечное множество, Г, -—его замыкание. Всякий иррегулярный 


злемент покрытия 9 либо не пересекается с 1 либо состоит из звезды 


вершины некоторого симплекса С. и из множества, лежащего в @ х Г*. 

ЛЕММА [41.2]. Пусть ях — покрытие, комбинаторное относительно 0; 
тогда регулярная часть нерва покрытия я является регулярным под- 
комплексом комплекса (0; обратно, всякий регулярный подкомплекс С 
комплекса О есть регулярная часть нерва некоторого покрытия, комби- 
„аторного по отношению к О. 

Первое утверждение [41.2] непосредственно следует из определения 
покрытий, комбинаторных по отношению к 0. Докажем второе утверж- 
дение. Пусть е; — вершина какого-либо элемента С. Если вершина е; 
сама является элементом (, обозначаем через о; звезду этой вершины. 
Если же е; не содержится в С, обозначаем через о; сумму звезды е; 
относительно О и множества 9 Г. Множества о; и являются элемен- 
тами искомого покрытия. 

ЛЕММА [41.3]. За каждым покрытием а пространства © следует 
покрытие, комбинаторное относительно некоторого подразделения 0. 
комплекса О. 

Доказательство. Пусть о,...., о, — регулярные, а0,,,,...,0,— 
пррегулярные элементы покрытия &. Впишем в х замкнутое покрытие 


я @ру те @5; ас 0; 


а 
пространства ©9; без ограничения общности можно предположить, что 
ни одно из замкнутых множеств а,,,,..., а, не бикомпактно; множества 
а,...,а,, наоборот, все, очевидно, бикомпактны. Берем подразделение 
(О. столь мелким, чтобы всякая звезда комплекса О., пересекающаяся 
с а;, лежала в 0,. Пусть теперь звезды вершины О.,, пересекающиеся 
С каким-либо из множеств а, ...) @ р, суть 

О, -- + у Оо 
симилексы этих звезд образуют регулярный подкомплекс С, коми- 
лекса 0.. покрывающий точечное множество Г.. Пусть о», Ар есть 
открытое множество, образованное звездами, пересекающимися с а; 
заметим, что всякая точка а», принадлежащая к Г. `^\ Г». принадлежит 
звезде некоторой не входящей в С, вершины какого-либо из симплек- 
сов С.,. Пусть е!,..., е. — все такие вершины. Обозначим через о„; звезду 


веритины е; относительно О, и положим для #=1,2,...,4 


бы, чо ( (вы Га), 


где /№; выбрано так, что а», пересекается с ом. По определению о, 
имеем оС о, СоОн,, И 0, и Сом. Если при построении множеств 
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0..1 мы воспользовались не всеми оь, то зычитаем из оставшихся 


мнойеств 0, их пересечения с Г и полученные разности обознача?м 
через Ох, ии) :--> бою. Покрытие 


Оз бе ооо 
есть искомос. 

ЛЕММА [41.3] позволяет при определении групп Ао рассматривать 
лишь покрытия пространства 9, комбинаторные относительно каких- 
либо подразделений комплекса ©, причем если % комбинаторно отно- 
сительно 0,, а В-- относительно Оз, то полагаем В > % лишь при одио- 
временном выполнении следующих двух условий: 

1°. В вписано в &, но % не вписано в 8: 

2°. Оз есть подразделение комплекса 0». 

Отобранные покрытия вместе с только что установленным отношением 
порядка между ними образуют конфинальную часть множества всех покры- 
тий пространства 9; при этом проекции 38 порождаются, как легко 
видеть, естественными сдвигами Оз в О. (п. 39}; как всегда, они порож- 
дают проекции © комплекса Кв= №; \ Свв К. = М, С, и 


(41.4) 2% = Ша (АХ, , 6). 


Рассмотрим теперь ‘всевозможные конечные открытые подкомиле- 
ксы С. всевозможных подразделений ( комплекса О (в частности, 
через С, обозначаем теперь подкомплексы самого 0). Говорим, что С, 
следует за С.›, и пишем Вь >> 4^, если О, есть подразделение 0, и под- 
разделение 5. С комплекса С.) в О, есть подкомплекс комилекса Су» 
(в частности В >> х означает просто С,С- Сз). Обозначаем через сх есте- 
схвенные сдвиги ©, в ©, и пишем (в качестве индексов) (В»)) вместо 
Св» и ©) вместо С». Помня, что С„--открытый подкомплеке ком- 
плекса с) Сз,, определяем проекции рее клеточного комплекса Св» в С 
равенствами р5\ 23, = 10) ^ ор аз, для любой цепи хз, на Сз». В частности, 
при в=^ имеем рот = ть ‚, что дает для подкомплексов О равен- 
ство =. 

Те С„., которые являются подразделениями С.С О, образуют кон- 


финальную часть множества всех С.., приием ое отображает А» на А 
изоморфно, откуда следует, что 


В (А, р) А Наш (А, 18). 


——- —— 


юЮ Ша (№, @) изоморфно группе А? [сем. (1?), стр. 694 — 692], поэтому 


(41.5) 40 А Ша (АБ, №). 


С другой стороны, так как регулярные подкомплексы образуют 
конфинальную часть во множестве всех С», то из леммы [41.2] легко 
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т . , - 
выводится изоморфизм Ло Пт и реву что вместе с (41.5) дает 


искомый изоморфизм Ло АО. 
&Г › 

42. Группы 50`и закон двойственности Александера—Понтрягвна. 
Пусть Х — дискретная группа коэффициентов. Обозначим через 50 фактор- 
группу группы всех г-мерных коночных А-циклов бесконечного ком- 
плекса 0 по подгруппе циклов, ограничивающих конечные цепи. 

До конца параграфа предполагаем, что © есть п-меркое комбина- 
торное многообразие в гомологическом смысле, т. е. что для звезды $ 
любой вершины комплекса О имеем 

® у. АГ 
А5 (ПАУЗ АТ, А3(=%3а)=0 

при 0 == х=< п. Предполагаем кроме того, что () ориентируемо *, т.е. что 
№9; (Й = У") = для любой компоненты ** (0; многообразия 0. 
Ориентированные открытые барицентрические звезды О образуют клеточ- 
ный комплекс (”. Если Й’ есть ориентированный симплекс О, то обозна- 
чаем через *#, (-=пр—р барицентрическую звезду с центром в центре 
симплекса #, ориентированную так, чтобы индекс пересечения {7 и < 
равяялся +1: 


(Ро 31) = +1 [ем., например (**), стр. 2781. 


Тогда мы имеем в клеточном комплексе (0” коэффициенты иниидент- 
ности 


СОРИ, сораеи. 


Определим теперь для каждой цепи 1’ комплекса О цепь ОУ х? раз- 
мерности 4=п— р комплекса (*, требуя, чтобы цепь 0127 принимала 


на 14 то значение, которое т? принимает на #й’: 


(ОА жр. 18) = (17. 1). 
Тегкое вычисление показывает, что всегда 
(42.1) АОТ Ра (= РД ут 


откуда следует, что оператор РО“ порождает изоморфизм между грун- 
я я я ха 
нами Уб и 84.. Так как и до и 50. изоморфны группе 80, ‚, где О, есть 


бэрицентрическое подразделение комплекса О, то имеем 


Закон двойственности Пуанкаре. У5^50 при р+фа=т 
Оля любого п-мерного ориентируемого многообралил 0. 

Пусть 0 есть непрерывное п-мерное ориентируемое многообразие, 
т. е. (конечный или бесконечный) полиэдр, какое-либо (и следовательно 
любое) симиплициальное разбиение которого есть ориентируемое комби- 
наторное многообразие. Тогда есякое открытое множество в @ также есть 


* Ограничиваясь областью коэффициентов Х = 1», можно отказаться от тре- 
бования ориентируемости; тотда отпадут все дальнейшие выборы ориентаций. 


я последующие рассуждения только упростятся. 
** В определение многообразия мы требования связности не включаем. 
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непрерывное п-мерное ориентируемое многообразие [см. (“), стр. 143—146, 
теорема Рунге]. Из законов двойственности Колмогорова и Пуанкаре 
следует тогда 

Закон двойственности Александера-Понтрягина. 
Если п-мерное ориентируемое многообразие @ односвязно в размерностят р 
ни р+1и А замкнутое множество в , то группы АА и 5%-' двой- 
ственны (группы Уд и 5%‘ изоморфны) между собою. 

Обобщением этой теоремы на случай любого, не непременно одно- 
связного в размерностях р и р--1 многообразия, является 

Общий закон двойственности Александера-Понтря- 
гина. Для любого ориентируемого п-мерного многообразия К и замкну- 
того множества АСК группы Улд.к и Зи изоморфны между собою; 
при этом группа дт:к определена как фактор-группа группы конечных 
л-мерных А-циклов открытого множества Г=КЦ`\ А по подгруппе огра- 
ничизаюиит (конечные цепи) циклов. 

Замечание. Область коэффициентов дискретна; конечные циклы 
на Г должны быть определены тем или иным инвариантным способом 
[запример, как непрерывные циклы в смысле (*), стр. 333 — 339, или 
как сходящиеся циклы на компактах ФС Г, см. п. 43], или заменены 
так называемыми 6-классами (п. 43}. 

Для доказательства только что сформулированной теоремы мы 
должны лишь доказать изоморфизм групи Ут.к и бг.к. Это делается 
обычным методом, служащим для доказательства так называемых теорем 
инвариантности [см., например, (*). сл. 9]. Однако, такое доказательство * 
наталкивается на необходимость доказать некоторую комбинаторную 
лемму, которую читатель найдет в п. 45. Но эта же лемма является 
единственным существенным моментом и в прямом доказательстве изо- 


морфизма мо. Поэтому мы предпочитаем в нашем дальнейшем 
изложении дать это прямое, по сущестку совершенно элементарное 
доказательство, не зависящее не только от настоящего параграфа (кроме 
общеизвестных элементарных фактов об изоморфизме 0“), но и от 
всего содержания глав П и 1: доказательство опирается лишь на п. 45 


главы Ги на определение Ах.к для случая комилексов К и А. 


$ 12. Группы Ал.к и ул.к для многообразия К; группы ог.к 


43. Группы Ал:к и Ул:к. Хотя все нижеследующие рассуждения 
применимы к случаю, когда К есть многообразие в наиболее общем 
смысле этого слова (см. п. 42), мы для простоты предполагаем, что К 
есть п-мерное замкнутое ориентируемое гомологическое многообразие, 
т. е. связный конечный эвклидов полиэдр, какое-нибудь (и следова- 


хельно всякое) симплициальное разбиение К которого удовлетворяет 
условиям: 


* Оно в сжатом виде дано в моей работе (3). 
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1°. Для звезды О; любой вершины комплекса К имеем АГ 
А У0, (0 =Т и 45, (Т). 2 Уб, (=0 при О=л < п. 

2°. Ук (АТ. 

Через А обозначено замкнутое множество в Ки Г=К“ А. В этом 
случае группы Ал.к и Уд.к определяются совершенно элементарно 
и независимо от общей теории глав П и Ш, а именно следующим 
образом: 

Пусть 
(43.1) А ОА 


последовательные подразделения полиэдра К; при этом предполагаем, 
что К,.: есть результат одного или нескольких последовательных 
барицентрических подразделений комплекса К.. Обозначим через А. 
замкнутый подкомплекс комплекса К„, состоящий из всех симплексов К, 
пересекающихся с А, и из всех граней этих симплексов. 


Каждой вершине е,.! комплекса К.;: ставим в соответствие опре- 


+ 


в. 1 
деленную вершину е. =0. е,+! носителя точки е. +1 в К.. Таким' обрэз- 


зом получается вполне определенное симплициальное отображение о» "! 
[«естественный сдвиг» в смысле \“), стр. 349] комплекса Ка+1 в ком- 
плексе К., отображающее А+! в А.. Для В > «+1 полагаем 


8 а.-1 @&-?2 6 
Сб. — б. ба41... 98-4, 


откуда следует, что при у >В > а имеем =. Симплициальное 


отображение («проекция») 08 порождает гомоморфизм © группы [кз 
в группу Гк, и гомоморфизм &0 группы Гл в группу Глл,. Сопря- 
женные гомоморфизмы лз, соответственно лю, определяются равенством 
(аж. В) = (21-088) для 2Е1к,, В; Е Кв, соответственно 2 Е Гл,, 
13; Е Ав. Гомоморфизмы 680 и тво порождают одноименные гомоморфигмы 


(«проекции») группы Дл, в Ал, и группы Ул, в Улдз и отображают 


Алв:Кз В ВАК. ; Ул-:К» В Улв:кв я 
Определяем: 
(43.2) Ал: к = Шт (АМ :к, 650); Ул:к = На (Уд и:к, пв). 


Замечание 1. Легко непосредственно доказать, что определенные 


таким образом группы Ал.к, Уд.к не зависят от выбора последова- 
тельности (43.4), но можно доказать и то, что полученное определение 
этих групп лишь по форме отличается от примененного к данному 
частному случаю общего определения гл. 1. В самом деле, симплексы 
А, характеризуются тем, что их звезды пересекаются в А, поэтому А» 
есть не что иное, как нерв покрытия 


реа Ом, -. „А 0, 


где О,1,..., Озр суть пересекающиеся с А звезды вершин комплекса Ко. 
Другими словами, обозначая через а) покрытие К звездами вершин 
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комплекса К., имеем «=Аа». Покрытия а\, а=1,2,..., образуют 
конфинальную часть множества всех покрытий полиэдра К, а проекции 
с* — 08^ ставят в соответствие каждому элементу покрытия ВХ содержа- 
щий его элемент покрытия я». Отсюда и из п. 38 следует, что опреде- 


ление (43.2) дает нам те же группы, что и определения главы ПУ. 


Замечание 2. Элементами группы Ад.к являются те «нити» или 
последовательности 


Я $2, АЯ; ды ор 3. Ал, , а вв, 


элементы которых $.6А%, суть классы циклов, ограничивающих на Ко. 

Легко доказывается, что группа Ад.к может быть также определена 
как фактор-группа группы всех сходящихся циклов [ем., например, (°), 
стр. 241] множества А по группе тех из них, которые ограничи- 
ваюг в К. 

Элементы группы Ул.к суть Ку-классы г-мерных У-циклов, причем 
У-пикл 25 комплекса А, и У-цикл 2 комплекса Аз по определению 
принадлежат к тому же К,у-классу, если существует такое у>а, В, 
что по то 260 есть У-цикл комглекса А,, продолжаемый на Ау. 

Замечание 3. В этих определениях группы коэффициентов, на 
основе котсрых определяются ДАд.к и Уд.к, двойственны между собою, 
прачем для ДА.к берется бикомпактнгя, а для Ул.к дискретная группа. 

44. Групны бт.к. Обозначаем через К.: барипентрическое подраз- 
деление комплекса К„, через К, комплекс всех (открытых) барицентри- 
ческих звезд комплекса К.. Каждая барицентрическая звезда хи Е Ах 
есть подкомплекс комплекса К. 

Барицентрические звезды, соответствующие симплексам комплекса 
С.=К.\ А,, образуют замкнутый подкомилекс С; комплекса К+. 
Так как каждый элемент комплекса С. есть подкомплекс комплекса Кол, 
то множество всех симплексов К.!, «лежащих» на элементах С.1, 
(т. е. являющихся элементами комплексов т: С.) есть замкнутый 
подкомплекс С. комплекса К.и, называемый барицентрическим 
подразделением комплекса С. Полиэдр, составленный из всех 
симплексов Са! , ооозначается через Р,. Имеем Р,С- Г и даже Г = (]Р.. 


а 


Без нарушения общности можем предположить, что Р.С Р.+!. Поэтому 
подразделение С;, на симплексы, принадлежащие Кви, В>а, есть под- 
1 ы * 
комплекс 5»! С.1 комплекса Сз!, и для каждой цепи 1.\ комплекса С; 
1 
мы имеем цепь 53175, комплекса С! — подразделение цепи та в Си. 
ЧАР. г т т 
Замечание 1. По определению (58121 - 81) = (21. #1), если сим- 
плекс в: лежит на &. и ориентирован так же, как №1: в то время 
1:7 

как (581 251-651) =0, если {34 лежит на симплексе 2.1 размерности $ > г. 
*. 
Замечание 2. Таким же образом мы определяем подразделение 581 1%. 


* ® * 
цепи 2, комплекса С;. При этом очевидно $81 2, = 581 3142. 
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После этих предварительных замечаний мы говорим, что А-цикл 21 
комплекса (С. и А-цикл 25: комплекса С}: принадлежат к одному 
и тому же б-классу 2” на Г, если существует такое 1 > а, В, что 5°1211 — 
—51 281 ограничивает на Су1. Сумму двух 8-классов 2’ и 2" определяем 
так: берем произвольно 2:1 Е 2”, 25162” ира, В; тогда 8-класе, содер- 
жащий 5%121- 581281, есть по определенвю 27-2 2”. 

Определение [44.1]. Дискретная аддитивная группа всех г-мер- 
ных д-классов на Г называется группой г (по данной дискретнсй области 
коэффициентов). 

Определение [44.2]. Те 8-классы 268, элементы ЗАЕ=’ кото- 
рыт ограничивают на Кол, образуют подгруппу 8т-к группы бр. 

Замечание 3. Группы 5г и дт.к можно было бы определить 
и следующим образом. Назовем циклом на Г сходящийся цикл 
какого-либо компакта ФС. Г; цикл на Г ограничивает на Г, если 
он ограничивает на каком-нибудь компакте Ф’ СГ. Фактор-группа всех 
г-мерных циклов на Г по годгруппе циклов, ограничивающих на Г, назы- 
вается группой 8&г; подгруппа группы &г, состоящая из классов, эле- 
менты которых ограничивают на К, есть группа дг.к. Область коэф- 
фициентов при этом дискретна. 


$ 13. Общий закон двейственноети Алексавдера-Понтрягина: редукцяя 
к комбинаторной лемме 


45. Фермулерсвка сбщей теоремы Александера-Понтрягина и комби- 
наторной леммы. Общий закон двойственности Александера-Понтрягина 
“ оп-и—{ 

утверждает двойственность групп Ад:к и бг:к 


| < -т—1 


Е Е 

(45.1) Ал:к | бг:Кк 

(взятых по двойственным областям козффициентов) или, что то же самое, 
: г оп-п—1. 

изоморфизм групп Ул:к И 9г.к : 


т оп-г-1 
(45.2) Ул:к А 0г:к : 


(взятых по одной и той же дискретной области коэффициентов). Из этих 
двух эквивалентных (в силу двойстьенности Ал:к |Ул.к) формулировок 
докажем вторую. Доказалельстго опирается на следующую лемму: 

Комбинаторная лемма [45.3]. Если 2» есть У-цикл на Кь, 
равный нулю на А,, то для любого В > а имеем 


(45.3) 58 01 лв 22 — 581 )з2ь на Си 


[здесь — есть знак гомологии (см. п. 9), а 01 есть оператор, определея- 
ный вп. 42, а=п-—р].- 

Эта лемма будет доказана в следующем параграфе. В настоящем 
параграфе мы докажем изоморфизм (45.2), предполагая лемму [45.3] 
доказанной. 
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46. Операторы АД Е, и изоморфизм ^р"Е. Мы пишем Ё. вместо РИ 
и р вместо г, 9 вместо п—р. Каждому У-циклу 2% комплекса А, 
соответствует У-цикл УЁ. 2% комплекса С, и, следовательно, А-цикл 

рр РЕ 
комплекса С!, ограничивающий на Ао. Если У-цикл 2? комплекса С. 
ограничивает на С. цепь 12-!, то 10127 ограничивает на С: цепь 
р и обратно. Отсюда, пользуясь п. 15 (гл. 1), получаем: 

[46.1]. Оператор АЕ» производит изоморфизм группы Ул,:к, на 
группу Ак" : 

Наша задача — доказать, что операторы АБТЕ,, взятые для различ- 
ных &, порождают единый гомоморфизм — назовем его АРЧЕ — группы У“. к 
в к, и что этот гомоморфизм АОЧЕ есть изоморфизм группы А%.к 
на группу к. 

Для этого докажем прежде всего две леммы. 

ЛЕММА [46.2]. Для каждого У-цикла 2 комплекса А. и В > а имеем: 
(46.2) т УЕ, 20 — УЕвто2ю на Св. 

Доказательство. Так как яз коммутирует с У, то подлежащая 
доказательству гомология (46.2) может быть записана в виде 

`Ут Е. 20 — УЕзтво2ь на Сз 
или в виде 
У (яз Е. 20 — Езтю2) 0 на Св. 
Но непосредственное вычисление показывает, что цепь тв Е. 2 — Ев тво в 
равна нулю на Ав, т. е. есть цепь комплекса Сз, чем лемма [46.2] 
доказана. 

ЛЕММА [46.3]. Для любого У-цикла 235 комплекса А, и В> а имеем: 
(46.3) А ОЗЕ вто 280 > 584 ДО Е,27) на Св . 

Доказательство: Подставляем в (45.3) 22*' =УЕ,28 вместо 2. 
Получаем 
(46.31) $. 'тЗУЕ итого за ОТ ‘УЕ на би. 

Действуем на обе стороны гомологии (46.2) оператором Вах» Получаем 
1$ ‘тзУЕлРо — 03 'УЕзта 22% на С$. 


Таким образом в левой части (46.3) можем заменить РУ‘ тзУЕ 2 
через 03`'УЕвтё9 225, что дает 

8 —1 с. = 
(46.32) $8108 'УЕвтво2Р0 58109 'УЕ,.2 на Си. 
Но в силу (42.1) имеем 

а-1 п0 „ол в. 

8 УЕзтво 20 = (— ПР АР Ел а о, 
—1 
РУ ‘УЕ = (—)Р+1АРЧЕ ар. 
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Если подставим это в (46.32), получим (46.3). 

Теперь легко доказать, что гомоморфизмы АДЯЕ,, взятые для различ- 
ных а, сливаются в единый гомоморфизм АР“Е группы УВ.к в 61:4; так 
как все циклы вида АОУЕ. 20 ограничивают на Ку, то для этого до- 
статочно доказать предложение: 

ЛЕММА [46.4]. Если для У-цикла 2405 комплекса А, и У-цикла 230 
комплекса Ав существует такое у>а, В что к — то 230 есть про- 
долокаемый цикл, то 
(46.4) АЛЕ, 54 АОЗЕ 20 на С. 


о 0 
Доказательство. Из (46.1) следует, что АРЗЕ (п 220 — 80280 
ограничивает на С. т. е. 


(46.41) 31 АРЧЕ м0 20 оз АОАЕ м0 на бы. 
С другой стороны, (46.3) дает при замене В на у 

5 АДЗЕ пед 20 5 АОЗЕ 6 на С, 
а при замене «а, В через В, у: 

57 АЕ в 20 ЗАРЕ 2 на Си. 
Эти гомологии, подставленные в (46.41), дают (46.4). 


59-1 
[45.6]. Гомоморфизм АОТЕ группы Уд.к в группу д1.к есть изо- 
морфизм. 
Для доказательства достаточно показать: 
[46.54] Если для У-цикла 250 комплекса А, и некоторого 8>1 


имеем 
51а Е. 20 — 0 на Са, 


то у-цикл яд 2 есть продолжаемый цикл. 
Доказательство. В силу (46.3) имеем 
я, Е й Я 0 * 
$10 Ео20 6 $ АО Е зтвот о на Св, 
поэтому 581403 Е тво 220 ограничивает на (Св1. Известно [см., напри- 
мер, (*), стр. 247, теорема ПП]: если цикл вида 58128 где 28 есть А-цикл 
комплекса Сз, ограничивает на Сз1, то 25 ограничивает на С$. 
б, 0 
Поэтому АЗ Езто20 ограничивает на С” и У-цикл 780220 в силу 
[46.1] есть продолжаемый цикл. 
о $а-1 
[46.6]. КЕ АР“Е отображает Уд.к на бк. 
Пусть 2 ‘Е 2%к. Изьестно [см. например, (*), стр. 246, теорема П]: 
всякий Д-цикл комилекса С.1 гомологичен на С. некоторому циклу 
вида 5.12., где =, есть А-цикл комплекса С.. Поэтому 8-класс 247! 


= * ь /. 
содержит цикл 24 вида $,12., где 2, есть А-цикл комплекса С, 


>. * > —1 а ; 
ограничивающий на К‚ (так как всякий 21 Е21-! ограничивает на К„1). 


4 Известия АНП, серия математическая, № 5 
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а О Е ее 


Из [46.1] следует, что существует У-цикл 2% комплекса А, эакой, 
что 


АРЧЕ 2 а, на Сь 


в поэтому 5.АОЯЕ ль Е 29-\, что и требовалось доказать. 


$ 14. Доказательство комбинаторной леммы [45.3] 


47. Основное тождество. В этом параграфе мы обозначаем яебриен- 
тированные симплексы через Т, а ориентированные через &. Симплеке 


Т’, комплекса К.!, имеющий своими вершинами центры тяжести еим- 
плексов ТТ” > ТТ"... > Га" обозначается через 


т п пу, 
РТ, 


Симплекс Т.Е К,! называется главным, если содержащая его бари- 
центрическая звезда («носитель» симплекса Тр! в А;) имеет размер- 


ность, равную размерности Т.:. Среди симплексов К. главные сим- 
плексы, и только они имеют вид 


И У а, 


Если ми поставим в соответствие центру тяжести каждого еим- 
плекса ТьЕ Кв: центр тяжести симплекса Тв ЕК., то мы получим сим- 
плициальное отображение, обозначаемое через 5'!, комплекса Кв В К. : 
симплексу Тв! =!Т3° >... > Тв" 


ЕКь соответствует симплекс 


ОТ оо 2 ТЕК. 


Замечание Т. Если отображение 5* не вырождается на Ро 
если симплекс э?Тё имеет размерность п, то для любого главного 
симплекса Т, лежащего на Тз, симплекс 81 ТЗ является образом 
симплекса Г! при аффинном отображении 58 симилекса 7”. 


\ 


Выберем определенную ориентацию многообразия К и, следовательно, 
комбинаторных многообразий К. и Кв. Соответствующие ориентации 


всех п-мерных симплексов Т. ЕК. и ТвЕКв обозначим соответственно 
через & и 8. Для всякого ТьЕК., р< п выберем по произволу одну 
из двух ориентаций и обозначим се через 2. После этого ориентацию 
=1 барицентрической звезды 78, соответствующей симплексу ТР выби- 
раем так, чтобы было (№Х зо) = 1. Для всех симплексов Т%ЕТ* 


обозначим через &/ оргентации, одинаковые с выбранной ориентацией 


ха звезды Т1. 


Ориентации #8 симплексов ТЗЕК, р«п, выбираем следующим об- 
разом. Если сё не вырождается на Т$, °Т?=ТР, то определяем ори- 


6 й 
ентацию 4 равенством «8 =. Если же 8 вырождается на Тз, обо- 


ГОМОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РАСПОЛОЖЕНИЯ 277 


значим через 2$ произвольную ориентацию Т?. Ориентация <# бари- 


центрической звезды Т 8, соответствующей симплексу ТР, определяет- 
ся снова условием (1х 18) = +1. 

Доказательство комбинаторной леммы [45.3] основывается на еле- 
дующем основном то ждестве 


(47.1) АЕ Рёкьхь == 5, ОУхР, 


для любой цепи х» комплекса К. и любого В > я. 


Замечание 2. Рассматриваемое здесь отображение с® имеет по 


самому своему определению (п. 41) степень 1. Если 8 есть произволь- 


ное симплициальное отображение произвольного п-мерного сриентируе- 
мого многообразия Кв на произвольное п-мерное ориентируемое много- 
образие А., то имеет место более общее тождество 


(47.2) 0158: Оамаар = 4521 ОЧ др 


для любой цепи 2» комплекса К., где 4 есть степень отображения, а 
оператор лв определяется равенством (т 12. #8) = (22. св #1). В отом 
общем виде тождество (47.2) выражает не что иное, как одно из основ- 
ных свойств Нор!’’ова обратного гомоморфизма к отображению ов? 
[см., например, (7). | 
Доказательство, которое мы даем ниже, охватывает общий слу- 


чай (47.2). 

48. Доказательство основного тождества. Посмотрим, что происхо- 
дит при отображении 08} с главными симплексами комплекса Кв:. 

Прежде всего: 

[48.1]. Если не главный симплекс Тч= т > -.. > Ти| является 
пря отображении сё! образом главного симплекса 78! =|78 >... > ть! 
той же размерности 4, то Па < 0%. 

В самом деле, и значит, п; <п-ь, в частности, п, < п, 
п. <Р: Если бы было п,=р, симплекс Т был бы главным, чем 
148.1] доказано. 

С другой стороны, легко видеть, что главные симплексы 


1 

ТН =| Ио ТЬ|ЕКв., отображающиеся посредством о! на дав- 
> Ри 

ный главный симплекс Г =| ТР >... > Т|Е Ка, находятся во вза- 


имнооднозначном соответствии с п-мерными симплексами ТвЕКь, ото- 
бражающимися посредством с8 на Т”. Более того, сделанный нами 
гыбор ориентаций #», 8, #, №, #1, 1: таков, что из о ==её® (где 
= = + 4) следует 7 — =, (легкое доказательство этого факта поль- 
зуется замечанием 4 п. 47). Поэтому коэффициент, с которым главный 
симплекс 4 схобит в ОУ (суммирование по всем главным 4-мерным 
симплексам Ти ЕКв1), разен коэффициенту, с которым Г. входит: 
6 уп (суммиротание по всем п-мерным симплексам ТзЗЕКв), т.е 


д % 
„* 
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степени отображения 08. Другими словами 
(48.2) он У=ах м 


(суммирование на обеих сторонах по всем 4-мерным главным симплек- 
сам соответственно Ави К... 

Теперь доказательство основного тождества легко доводится до 
конца. Для простоты полагвем 

у рые. 

Вычислим значение цепи 981 на произвольном 8: ЕК. Если 1. не 
главный симплекс, то (81:1) =0 по самому определению оперз- 
тора $1. Пусть й: — главный симплекс, «— несущая его барицентри- 
ческая звезда и 3— соответствующий ей симплекс Кв. По определе- 
нию $, $, пз имеем 


(48.3) (У - #9) = (22. 568). 
Для вычисления левой стороны тождества (47.2) берем ТАЕК. и все 
главные симплексы Т7=|Тз(7) > :.. > Тв) | Е Каира Ал уго 40мо 


огображзющие посредством 81 на "Г т, 1 == еда, где ®; — ан И 
в силу (48.3) и определения чисел в; имеем 


(48.4) (Зи в) = У(ун ви) = У) в, 9818). 
7 7 
Теперь, если ТА не главный симплекс, то по (48.1) имеем пр; 
так как 52Т8 (7) =Т"9, то [22. 0818 (7)]==0, значит вследствие (48.4) 
(ау - 4) = 0. 
Так как очевидно (5 Оль. 11) =0, то обе стороны равенства 
(47.2) принимают на {1 значение нуль. 


Если же Ту — главный симплекс Т&4=|Т1> ... > Т?|, то 
7 (1) =Т8 и даже #1? (7) =, так что в силу (48.4) 


р 
(мун) = У) =) Ув. 
7 7 
Но в силу (48.2) имеем № ;=04, так что (Чун: 1) =а (2. №). 
г 


Это—для левой стороны (47.2). Что же касается правой,то 5.1 01хР прини- 


у р Г 
мает на #2: значение (22.22), так что тождество (47.2) полностью 
доказано. 


49. Окончание доказательства леммы [45.3] требует следующих 
двух элементарных предложений: 


[49.1]. Пусть С», Сол соответственно обозначает теоретико-множест- 


военную сумму всех симплексов комплекса С., С.!. Существует непре- 


рывное отображение С множества С, на (#1, оставляющее неподвиж- 
ными все точки Со. 
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[49.2]. Пусть У-цикл 2» комплекса К. равен нулю на А.. Если 


[2 ‹ 
381 =358:Оё тва. отлично от нуля на некотором симплексе Т&ЕКы, 


— 


то существует выпуклое подмножество множества С.,, содержащее за- 
мыкания обоих симплексов Тв и НТИ. 

Доказательство [49.1]. Открытое множество С, есть теоретико- 
множественная сумма. лежащих на нем симплексов Г.4 ЕК.и. Каждый 


ыы 


из симплексов Г. Е К.а, лежащих на С., но не являющихся элементами 
комплекса Са, имеет вид: 


Ти = |7 В и: а Та 


где Т»°, ..., ТГ» являются элементами С., а Т\"!,..., Т*" суть эле- 
менты А,. Поэтому каждая точка рЕТ.и лежит на вполне определен- 
ном отрезке | р’р”|СТ.и, соединяющем некоторую точку р’ симплекса 
Тя =1Т> ... Те |Э Си с некоторой точкой р” симплекса 


а орт > ат 
В ыы -... > Г." |, являющегося элементом барицентрического 


= 
Й 


подразделения А. комплекса А,. Если мы положим С (р)=р’, опре- 
деляя С на С,1 в качестве тождественного отображения, мы получим 
искомое непрерывное отображение С. на Е 
Доказательство [49.2]. Если Т”— какой-нибудь симплекс, 
Т? — какая-нибудь грань симплекса Т”, то мы обозначаем через 
О (Т?, Т") комплекс, состоящий из всех симилексов Т”, удовлетворя- 
ющих условию Т" > Т’ > ТР (где неравенство Т’> Т”, как всегда, 
означает, что симплекс Г” есть грань симплекса 7’). Через О(Т?, Ив) 
обозначаем теоретико-множественную сумму всех симплексов комплекса 
О (Т?, Т*). Точки множества О (Т?, Т") характеризуются среди всех 
точек замкнутого симилекса 7” тем, что их барицентрические коорди- 
наты, соотвотствующие вершинам симплекса Т? (в системе барицен- 
трических косэдинат. определенной всеми вершинами 7”), положи- 
тельны; поэтому мнодкество О(Т», Т") выпукло. Это простое замечание 
мы и применим к доказательству предложения [49.2]. Из условий этого 
предло-жения следует, что Тв: есть главный симплекс 
рН 


йе | Втр 
и чт0 527 отлично от нуля на Тё. Поэтому з„Гз = Те Е Со. 


> 


т; = 


Обозначим через Т» носитель симплекса Тв в К, и пусть 
= р п .. рт 
— 7.®. По определению 8 имеем Т.’ = Т.., и, значит, 
=: " 
ТР == с 6Т8 Л... 
Тзк как 7Т?ЕС, и С. есть открытый подкомплекс комплекса К., то 
ОТ. ТСС 
й 
Вершины симплекса ТЗ суть центры тяжести симплексов 


ТИ отв Та 
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они являются поэтому точками множества О (Т?, Т/°) с О (ТФ, Т»). Так 
как О (Т%, Т») — выпуклое множество, то, содержа вершины симплекса 
ты Ти, оно содержит и его замыкание. Остается доказать, что во 
множестве О (Т?, Т») содержится и замыкание симплекса Т}1. Пусть 


ТГ, 1=41,2,...,4 есть носитель симплекса Тв‘ в комплексе К.,,. 
г п 
Гогда, помня, что Т* есть носитель симплекса Тв, и что Т» = 


==98 ТР < Т"Ч, имеем 


Е 
откуда следует, что симплексы Ть ,Ть',...,Тьй, а значит и центры тя- 
ея п 
жести симплексов Гз С Ть, Тв С Таь,...,Т8С Той лежат в О (Ть, Та). 


Так как О(Т»,Т»)-— выпуклое множество, то оно содержит и за- 


191 


мыкание симплекса ТЗ В до ао Ра: Чем предложение 
|49.2] доказано. 

Доказательство леммы |45.3] заканчивается теперь следующим об- 
разом. 

Из [49.2] следует, что призма, построенная на цепях 28 и 581241 
(см. п. 28), лежит на полиэдре пес! (построенном из симплексов этой 
призмы) и, следовательно, 241 012 на ПС Со (гомология  пони- 
мается здесь в инвариантном смысле либо как непрерывная гомология 
в смысле (*), стр. 335, либо как гомология между сходящимися 
циклами (°), стр. 240, 241). 


Итак, подставляя значение 23: из [49.2], имеем 


(49.3) От — 9818810992? на Паб. С бь. 
С другой стороны, из основного тождества (47.1) имеем 
5 0 2р = 0ы1 58109182? , 
так что цикл 58:02» лежит (в качестве непрерывного или сходяше- 
гося цикла) на П и, следовательно, 
Дар = 58151 07 22 8.0 ль на П. 


^ 81 к 
Поэтому мы можем в (49.3) заменить цепь 351 58:04тз2? через 58, 09гР, 
что дает 


5. Очер > 581 092 на Пс С). 
Отображение С леммы (49.1) переводит эту гомологию в 
ват 51 0 2 на Си, 
следовательно, 
Отвар 5. 095 Р на Си, 


чем и закончено доказательство как комбинаторной леммы, так и общего 
закона двойственности Аександера-Понтрягина. 
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$ 15. Теорема о снятии цикла 


50. Теорема о снятии цикла в случае многообразия К легко по- 
лучается, если, сохраняя все обозначения $ 13, помнить, что у-цикл 
2» комплекса К, тогда и только тогда гомологичен на К. некоторому 
циклу комплекса С, если А-цикля Охг» гомологичен на К; некоторому 
циклу комплекса С., Так как скалярное произведение 2’ с каким- 
либо А-циклом 2”, комплекса А, равно индексу пересечения 092? и 
20. можем сформулировать теорему о снятии так: 

[50.1]. Данный 4-мерный А-цикл п-мерного ориенти руемого замкнутого 
многообразия КЖ тогда и только тогда гомологичен на К циклу множе- 
ства Г=В` А (где А замкнуто в К), если его индекс пересечения со 
всяким р-мерным А-циклом замкнутого множества А равен нулю. При 
этом область коэффициентов Х для циклов на К и Г берется дискрет- 
ная (или 3), а для циклов на А — бикомпактная Е! Х (ила У). 

В этой формулировке мы можем либо понимать под А-циклами 
сходящиеся циклы, либо уточиить самую формулировку следующим 
образом: 

[50.2]. Для того, чтобы б-класе 24 многообразия К содержал в ка- 
честве подмножества некоторый 0-класс открытого множества Г, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы для всякой нити ар == {30} ЕД, и 2Е29, 
Е 310 индекс пересечения (22Ж=7) равнялся нулю. 

Можно без труда перефразировать в установленном здесь смысле 
и другие утверждения таблицы (14.1) для случая многообразия; это 
предоставляется сделать читателю. 
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Р. АГТЕХАМОВОЕГЕ. ОМ НОМОГОСТСАЬ УГГОАТТОМ РВОРЕБТТЕЕ$ ОЁ 
СОМРЬЕХЕЗ АМО СГОЗЕР ЗЕТЗ 


ЗИММАКВУ 


Уе Чепо{е Ъу Ак, Ук Ме г-4итепз1опа! 1о\ег (иррег) Вейля ргоир о 
К. 1 А Ъе а с]0озе зафсотр!ех ой 4№е се сотрех:К ап@ С— Ме ореп 
‚ вотреюег К\ А. Еог а срашх оп А (оп С) ме 4епое Бу 
Ех (Ъу Е бт) {Пе с г1уза] ехепзтоп оЁ 5х оуег К, 1. е. 4Ъе обат 
ов К едиа] 10 хоп Л (оп С) ап4 едиа] $0 2его оп С (оп 4). 

Тье орегайюгз ЕК, ЕК сепегаю (Це ехцеюз! оп ПВототогрЫ ив: 


ЕЯ оё АМ Ию АК; ЕФ оЁ У тю УК. 


Гог а сБашт хоп А ме 4епо{е Бу Рух (Бу Е 2) (пе срат оп А 
(оп С) чаЮшя оп 4№е сеШз оЁ А (9 С) Ме ваше уа|]аев аз х. Тйе оре- 
га4ог8 Е, С бепегаце Те 1п (егзес1о0от Рототогр В 1 вт в: и о 
у Ию У: Ш РА Шо 4. 

Ц Р13 ару Вототогр Ь1зт о{ 1№е огоар Х ибо Фе ргопр У, ме @епоце 
ру РХ =У, СУ ще ипазе о{ Х ипдег Ё, Бу Х,=Р-1Ю, Ме Кегпе о 
Пе БошотогрЬ1зт ЁР ап@ пзе 1Ъе расфаге 


ОВ У, 
в 
И 


Мом ме дейпе Фе этоирз Акд, Укс, Ал.к её. аз Ипасез ип4ег ап4 Кег- 
пе]з 0! 11е ех{епз10п ап@ ицегзесйой ВошотогрЫвтз ассога1шз 40 4Ве 
Гоги аз (12.1) — (12.3). Треп Ме зо 4еЙпе@ «отопрз 0 1№е ИЙриге 
К.А, С» аге заЪ]есё о{ 4Ъе ге]а\оптз (14.1) — (14.3) \мЪеге 1\е Ипев 1п- 
Ч са1е Чиа ез 11 4Ъе зепзе оф Рогит]ав1п ап Ме ог4Вобопа у вп | 
шеапз апп ай опз. 

'ГЬезе гези!4з езфаЪИзВеЯ 11 Спаруег 1 Гог сотр]ехез аге вепега!12е4 
11 СБар4ег Ш Гог ап агЬицтагу 1осаЙу Ь1еотрасф погта! зрасе К, в 
“1озе4 зиЪзеф А ап@ 4№е сотр]ешет С =К М А. ТЬЫз вепегатаИ оп 
стоит: оп ап арргохипа{10п ргосезз аге деуе]ореЯ 11 Свар\ег П. Съа- 
рег ГУ 4еа]з \ИВ шапо]9з ап@ р1уез ап е!етепагу ргооЁ оЁ 45е А- 
хапдег—Роп\т]а1п па фу \Ъеогет 11 13 11086 репега! Гог. 


Наша страна встречает двадцать пятую годовщину Великой Октябрь- 
ской социалистической революции в условиях отечественной войны про- 
тив злейшего врага человечества — гитлеризма. 

Четверть века прошло с тех пор, когда, под руководством коммуни 
стической партии и ее великих вождей Ленина и Сталина, рабочий класс 
в союзе с крестьянством сбросил в Ролсии власть капиталистов и поме- 
щиков. В огне глубочайшей революции родилось первое в мире социа- 
листическое государство. 

За четверть века своего существования Союз Советских Социали- 
стических Республик достиг высокого уровчя хозяйственного и куль- 
турного развития. Величайшие идеи, носителями которых были лучшие 
мыслители всех времен, нашли свое осуществление в жизни нашей 
страны. 

В развитии науки мы имеем выдающиеся успехи. Советская мате- 
матика, продолжая лучшие традиции русской математики и опираясь 
на достижения мировой науки в начале ХХ века, достигла значительной 
высоты. Мовые математические идеи и результаты, разработанные в 
СССР, оказали бесспорное влияние на всю математику. Выдающаяся 
роль советсксй математики признается во всех втранах, где истинная 
наука продолжает быть ценимой. 

Внутри СССР достижения советской математики отмечены присуж- 
дением Сталинских премий ряду выдающихся математиков. В 1941 г. 
Сталинской премии удостоены И. М. Виноградов, А. Н. Крылов, 
Н. И. Мусхелишвили, И. А. Кибель, А.Н. Колмогоров, Л. С. Понтрягин, 
С. Л. Соболев, А. Я. Хинчин; в 1942 г.—С. Н. Бернштейн, С. А. Хри- 
стианович, А. Ц. Александров, М. В. Келдыш. Советские математики 
гордятся лучшими своими представителями. 

В грозный час, когда на нашу страну вероломно напали вражеские 
орды немецких захватчиков, весь советский народ стал на защиту своей 
родины. Советские математики, вместе со всей советской интелигенцией, 
отдают все свои силы, все свои знания для обороны отечества от ковар- 
ного, жестокого и ненавистного врага. 

Многие молодые математики с первых дней войны сражаются в ря- 
дах доблестной Красной Армии и тем самым непосредственно участвуют 
в обороне нашей родины. Другие математики полностью подчинили 
свои исследования задачам обороны страны, работая в военных орга- 
низациях и специальных институтах оборонного и промышленного ха- 
рактера. 

Научно-исследовательские институты по математике обратили 0со0- 
бое внимание на разработку тем, имеющих значение для укрепления 
боевой мощи Красной Армии. Так, в Математическом институте 
им. В. А. Стеклова Академии Наук СССР значительное место с начала 
войны заняли математические исследования, связанные с актуальными 
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вопросами внешней баллистики, с теорией стрельбы, с расчетом само 
летов, с расчетом специальных гидротехнических сооружений, с составле- 
нием наиболее удобных в военной практике таблиц и т. д. Каждый мате- 
матик считает делом чести выполнить свой священный долг перед роди. 
ной и оказать максимальную помощь в борьбе с кровожадными герман- 
скими ордами. й 

Наряду с этим не прекращается интенсивная работа и по теорети- 
ческим вопросам математики: таким образом, развитие математической 
науки продолжается у нас и в условиях: войны. 

Велика ненависть советских ученых к гитлеровским вандалам, вторг- 
шимся в пределы нашей родины. Если у себя в Германии эти изуверы 
уничтожили лучший цвет своей науки и установили господство расовой 
лженауки, то легко можно себе представить, каковы их намерения в 
отношении советской культуры и науки. 

Впрочем, действия немецкой военщины во временно оккупированных 
советских районах не оставляют в этом отношении никаких сомнений. 
Германские оккупанты разоблачили себя перед всем миром, произ- 
ведя беспримерное уничтожение и разграбление мест, связанных с па- 
мятью величайших представителей русского народа: Л. Н. Толстого, 
А. С. Пушкина, Н. В. Гоголя, П. И. Чайковского, А. П. Чехова. Гитле- 
ризм несет с собой уничтожение культуры, рабство, возврат к средне- 
вековью. Поэтому столь беспредельна ненависть к врагу всех советских 
людей, всех свободолюбивых народов. 

Война, которую советский народ ведет против гитлеровских захват- 
чиков за свою свободу, является наиболее справедливой войной. Весь 
советский народ воодушевлен правотой своего дела и высокими идеями 
защиты своего отечества. За мужественной борьбой нашей славной 
Красной Армии с сочувствием и восторгом следит весь мир. В нашей 
борьбе мы не одиноки. Дружественные послания, полученные во время 
войны от математиков Соединенных Штатов Америки и Англии, послу- 
жили большой моральной поддержкой советским математикам. 

У нас имеются все условия для разгрома ненавистного врага. Не 
может быть никаких сомнений в том, что мы эти условия, несмотря ни 
на какие трудности, полностью используем, разгромим врага и осво- 
бодим нашу землю от завоевателей. В этой борьбе советские математи- 
ки занимают и будут занимать подобающее им место. 

Победа над врагом создаст необходимые предпосылки для дальней- 
шего хозяйственного и культурного развития СССР. И если в первые 
двадцать пять лет у нас было построено социалистическое общество, то 
после разгрома врага наша страна, залечив свои раны, уверенно пой- 
дет по пути дальнейшего строительства коммунистического общества. 

Да здравствует двадцать пятая годовщина Великой Октябрьской со- 
циалистической революции! 

ла АВК наш великий вождь, товарищ Сталин, ведущий нас 
к победе 
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УСИЛЕНИЕ ТЕОРЕМЫ 0 ИОВЕРХНОСТЯХ ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ 
КРИВИЗНЫ 


Основной результат предлагаемой статьи: поверхность 5, полная 


кривизна которой ни в одной точке не положительна и не всюду равна 
иулю, не может находиться целиком между двумя полостями гипер- 
оолоида, асимптотический конус которого имеет достаточно оольиюй угол 
раствора. 

1. Предлагаемая статья имеет целью усилить следующую теорему *: 

Позерхность з =} (т, 7), где ](х, у) имеет непрерывные частные произ- 
водные первых двух порядков (при всет вещественных т, у), полная кри- 
визна которой не поломсительна и ине равна тождественно пулю, 
не может при всех значениях х, у оставаться межеду двумя фиксиро- 
ванными плоскостями 3 =- 1. 

Для краткости будем называть поверхности, удовлетворяющие усло- 
виям теоремы, поверхностями отрицательной кривизны. 
В таком случае справедлива также более сильная теорема: 

Поверхность 5 отрицательной кривизны 3=1|{х, у) не может быть 
целиком расположена между обеими полостями гиперболоида (имеющими 
по одной точке пересечения с любой прямой параллельной оси ОХ), асимпто- 
тический конус которого имеет достаточно большой угол раствора. 

Иначе говоря, мы утверждаем, что если для данной поверхности 5 
возможно при всяком 6 > 0 указать некоторое й, при которых пера- 
венство 

по -у (1) 
соблюдается для всет т, у, то поверхность 5 не моэкет быть отрица- 
тельной кривизны (в указанном выше смысле) **. 

2. Доказательство этой теоремы представляет некоторое видоизме- 
нение данного в вышеуказанной работе; однако, для большей ясности 
мы проводим все рассуждения полностью, за исключением вспомога- 
тельной леммы, содержание которой необходимо напомнить. 


* 9. Вергпзке1т, Зиг мп Вбогёште 4е оботёг1е её зоп аррИсаЙопз аих вачаЙоп$ 
ах Абг1убез рагиеПез да 4уре еИриаие, Сообщения Харьковского матем. общества, 
ХУ (1915), 33—45; «Успехи математических наук», вып. УПТ (русский перевод). 

** Очевидно, что для всякой данной поверхности 5 отрицательной кривизны 
существует таное &> 0, что ни при каких а, 6, № неравенство 5? < 6 [т— а} 
- (у— 5)?] + 1? невозможно для всех х, у. 
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ЛЕММА. Пусть 2=}(х, у) — функция вещественных переменных т, 9, 
имеющая непрерывные частные производные первых двух порядков, и пусть 
В— некоторая область, в которой &< 0, имеющая в качестве границы 
множество точек, где г =0. Область В не может быть ограниченной, 
если 1 —5* 0 во всех точках области В, для которых р" 4’ < М, 
где № — данное сколь угодно малое положительное число. 

Итак, допустим, что существуют такие постоянные 2:0, 1250 
что для любых х, у соблюдается неравенство 

|2 У). (1) 
Согласно условию теоремы, на поверхности 5 есть точки, где гЁ’ — 5° < 0; 
кроме того, если этим свойством обладает точка М, то оно сохраняется 
и внутри некоторой окрестности точки М, поэтому на поверхно- 
сти 5 найдется точка, где вместе с гё — 5°< 0 осуществляется также 
р’-- 4*= А*, где А > 0. Производя соответствующую замену координат, 
можем поэтому принять, что в точке М 2=х=у=р=0, 4=А, так что 
касательная плоскость к поверхности в точке /Л/ имеет уравнение 
2, = Ау (2) 
м пересекает поверхность 5 по четырем ветвям, проекции которых 
на плоскость ХОУ разделяют окрестность начала косрдинат на четыре 
различных области ®,, @,, ©,, 9,, где знак 
о (2, у) =2—2,=](х, у) — Ау (3) 
в соседних областях противоположен; мы можем принять, что р<0 
в и, ир>0в 9, и 9. 

Согласно вышеуказанной лемме, ни одна из областей 9,, 9,, 9,, ©,, 
продолженная до границы о=0, не может быть ограниченной. Следо- 
вательно, области ©, ®, не имеют общих точек, так как, если бы такая 
общая точка существовала, ее можно было бы соединить с началом 
координат О двумя различными линиями, находящимися соответственно 
в областях ®, и ©,, и таким образом получился бы замкнутый контур, 
внутри которого помещалась бы вся область ®, или ©.. 

С другой стороны, вследствие неравенства (1), в котором мы поло- 
жим 5 < А, необходимо, чтобы каждая из областей ©, и О, находилась 
в части плоскости, где Ау у (2 у’) #0, т. е. выше нижней 
ветви (С; гиперболы (24° — 05°) у*—8*х° = й*, так как при ий (7) = 
—<—— Ау мы имели бы 2--] 75 (2 у’) Е =3—Ау< 0, что противо- 
речит (1). Аналогичным образом убеждаемся, что области ©, и 2. 
(которые также не имеют общих точек) расположены ниже верхней 
ветви С, той же гиперболы (А* — 85°) у’ —8*5° =1. Но в таком случае 
по крайней мере одна из областей ©, или ©, также находится ниже С., 
так как если бы обе эти области имели точки на С., то их границы 


содержали бы точку на С., где 2— Ау ИУ о, что 
противоречит (1). По той же причине одна из областей ©, О, нахо- 
дится выше С.. 

Итак, мы видим, что по крайней мере одна из областей с нечетным 
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номером и одна из областей с четным номером находятся целиком между 
ветвями С; и С. гиперболы 

(4—6) =’. (4) 
Я утверждаю, что по крайней мере одна из этих двух неограниченных 
областей простирается до бесконечности только в одном направлении 
оси ОХ. В самом’ деле, допустим, что обе области ©, и ©,, находящиеся 
между С; и С., простираются до бесконечности в обе стороны в напра- 
влении оси ОХ; тогда в каждой из областей О, и ©, можно провести 
соответствующую кривую Г, и кривую Г,, простирающиеся до беско- 
нечности в обоих направлениях. Но так как начало координат О 
является граничной точкой для ®, и для ©,, то оно должно находиться 
между Г, и [Г,, так же как и обе другие области 9, и ©, (которые 
не могут иметь точек ни на Р,, ни на Г.,). Следовательно, к каждой 
из областей ©, и 9,, которые также оказываются между С; и С., можно 
было бы применить то же рассуждение и провести в них кривые Г, 
и Г.., Простирающиеся до бесконечности в обоих направлениях, и так 
как начало координат О не может находиться одновременно между [., 
и Г.,, между Г, и Г, и между Г, и Г., то во всяком случае по край- 
ней мере одна * из областей ©, ©,, 9,, ©, находится вся между С; и С, 
и простирается до бесконечности лишь в одну сторону, например, в сто- 
рону х—> со: пусть это будет область ©, (где р> 0). 

3. Рассмотрим в области ©, функцию р (х. у) = 2— Ау. В силу выше. 
сказанного 9, находится внутри части плоскости, ограниченной слева 
некоторой прямой х=х, ‚ снизу и сверху ветвями С; и С, гиперболы (4) 
м не ограниченной ‘справа. Таким образом, придавая х всевозможные 
значения 1, < т < со (где х.—нижняя грань абсцисс точек, принадлежа- 
цих к 9,), исследуем абсолютный максимум и(х,), получаемый функ- 
цией р(т,, У) в точках с данной абсциссой х=х,, принадлежащих 
области ©,, к которым можем присоединить и предельные точки обла- 
сти ©,, где р(х,, у) =0. В таком случае и (5х) > 0 при > х и и (1) =0. 
Пусть х, > х, будет некоторая определенная абецисса, и (2,) = (5,, У.) > 
> р(5,, У) — соответствующий ей абсолютный максимум р(хо, У), когда 
точка (7., у) принадлежит ©.. 

Я утверждаю, что, каково бы ни было х, >х., имеет место нера- 
венство 


г —х 


912.) = — р и (то). (5) 


то 


В самом деле, предположим, что это неравенство не выполняется, тогда 
бо — 26 
= и(л,)—в (2) < 0, 
2—1 


и, следовательно, функция 


н т — о , /. и» 
в (т, у = ги (т,) — р (2, У) (6) 
1 [о 
становилась бы отрицательной при х=х., у=у., так что существовала бы 
область В, где о < 0. Не эта область должна находиться внутри кон- 


* Из того же рассуждения можно было бы заключить даже, что указанным 
свойством обладают не -:-`*ое двух областей; но это замечание нам не понадобится, 
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тура, образованного прямыми х=х,, т=х, и кривыми С; и С,, так как 
г=0 при х=х, и г>0 при х=х,, а также, когда’ одновременно 
1 <т<а и 0(7, у) =0, что несовместимо с леммой вследствие того, 


что 
90 д*° > = 
922 ду ей адин 


Таким образом неравенство (5) доказано; положим в нем, для опреде- 
ленности, т,=1 и обозначим через С постоянную и {1) =С. В таком 
случае из (5) следует, что, каково бы ни было С’< С, для всех доста- 
точно больших х > 1 соблюдается неравенство 

(>) -- С (7) 
Заметим, что в качестве коэффициента С’ в неравенстве (7) можно 
было бы взять любое значение р(1, у) =} (1, у) Ау<и(1), соочвет- 
ствующее точке (1, у), лежащей в области @, (где 0(1, у) заведомо 
положительно). 

4. Теперь не трудно установить, что для поверхности 5 отрицатель- 
ной кривизны, для которой известны определенные выше постоянные 
А>О0, С>0, неравенство (1) не может осуществляться для всех доста- 
точно больших х, если постоянная 8 удовлетворяет неравенству 

м: 
9 чае. (8) 
В самом деле, если 8 удовлетворяет (8), то и подавно 6* < А*; следова- 
тельно, все предыдущее рассуждение применимо, и полагая В < С’<С, 
где 
ЧА В, ри» (9) 
неравенство (7) соблюдается для всех достаточно больших т; другими 


Словами, для достаточно больших х > 0 существуют значения у, удовле- 
творяющие неравенству 


Ау, (10) 
р (5, у) =:— Ау С’т. (10-513) 
Для этих значений (х, у) мы тем более должны были бы иметь 
ЗУ > С, 


поэтому дяя сколь угодно больших х >> 0 соблюдалось бы также нера- 
венство 


при которых 


4 Бе - +! | "а 


Вт: (+4) р? Е- С. 
что невозможно (вследствие В* < С”). 


Полученный выше результат может быть обобщен так же, как 


в цитированной работе, если использовать в полном объеме формулиро- 
ванную в начале лемму. 


5. ОБОБЩЕННАЯ ТЕОРЕМА. Если кривизна поверхности, заданной 
уравнением 3=|(х, у); ‹2е |(т, и} смеет непрерывные частные производ- 
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ные первых двух порядков (для всех х, у}, отрицательна в некоторой дан- 
ной точке М. где р 4’=А*>0, и может становиться положитель- 
ной только при р’ 4 > М, > А*, то возможно указать такое 8 > 0, 
что неравенство 
<Иету и (1) 
не осуществимо для всех (т, У), каково бы ни было данное число [. 
В самом деле, согласно условию теоремы, принимая точку М за начало 
координат и имея в виду общую формулировку леммы, можем повторить 


без изменения все, что было сказано об областях 9, вплоть до иссле- 
дования и (т'} = Махр(х, у} внутри области ©, при х, —> ос, которое 


Х=Ат 
требует добавления. В данном случае наша лемма могла бы быть совме- 
стима с ограниченностью области В, где 


—\ А 4 
от (а) 4, У) <, (11) 
т. е. разрешала бы нарушение неравенства (5) для соответствующего х,, 
но только тогда, когда в этой области В есть точки, где гё—5>0 
и одновременно (при любом з > 0} 


(+ (в) = (ро +а- 4 <=. 


Однако по условию теоремы, если такие точки существуют, то в них 

р*-- 49° > М, > А*. Таким образом точка с координатами р, 4 должна 
и (т 

находиться внутри круга радиуса =, с центром =. А) и вне 
= 

круга радиуса УМ, и с центром в начале координат: следовательно, 


расстояние от (= и, > А) до начала координат должно быть больше 


разносты между радиусами обоих кругов, т. е. 


[5 мы 1. + А*> (ИМ -—.):. 


2 — 


Следовательно, если неравенство (5) могло бы нарушиться для некоте- 
рого у, то для того же х, мы по необходимости имели бы 


в. у м, — А = —2=ИМ,, 


и, обозначая через О’ любое число < ИМ, — А*, видим таким образом, 
что одно из неравенств (5) или 


и (т,) > 2’ (1, —т,) (12) 
должно быть соблюдено для всех х, > 0. Окончание доказательства 
очевидно: оценка для 06° посредством неравенства (8) должна быть 
заменена 


р А* (№, — 2) 8: 
2 г 13 
ч ЗАМ, ' ( ) 


если М, — А* < С*. 
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не ое рН НЕЕ ВЕНЕ 
6. Следетвие. Если 9 есть поверхность отрицательной кривизпы 

или удовлетворяет условиям обобщенной теоремы, то ни при каких 

постоянных значениях х < 1 и }, неравенство 


|? 


С 


13| < (++ (13) 


не возмоэюно 0.4я всех эх, у. 

В самом деле, если бы неравенство (13) было осуществимо для 
всех т, /, то, как бы мало ни было 5 > 0, можно было бы определить 
постоянную /”, удовлетворяющую при любых х, у неравенству 

ии) 
(так как при х< 1 правая часть имеет максимум, вычисление которого 
не представляет труда), что противоречило бы теореме. Отсюда выте- 
кает, очевидно, также соответствующее усиление обобщеиной теоремы 
Лиувилля: 
Если 3 есть решение уравнения эллиптического типа 


А (х, у, =, Р, 4,7, $, "28 (х, у, 2, р, 4, г, *, 5 
ЕС (<, у, 2, р, 4, г,5, 110, 
ОВО 


имеющее непрерывные производные первых двух порядков при всех в. у 
и удовлетворяющее неравенству (13), то $ есть постоянная. 
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$. ВЕК УУГЕТУ. КЕХРОВСЕМЕХТ БЕ МОХ ТНЕОВЁМЕ \0В ТЕ ЗОВРАСЕХ 
А СООВВОВЕ ХЕбАТГУЕ 


ВЕЗОМЕ 


2=/(т, у), роззе4ать Чез 4еглубез рагйес$ сопИпиез Чез 4еих рге- 
пегз ог4гез, гергёзеп(е ипе зитГасе 5, 4оп! а соигЬиге 101а|е ез\, раг1ойь 
поп роз1Пуе запз ё1те 14епйдаетепь пи|е, 11 ех1з[е ипе сопз(ап(е 8-0, 
1еПе че |з|—2]/2*-- у’ 4браззе 1оцие стапдецг роз уе оппёе роць 
еег(а1тез уаепгз х, у. 

П гезие 4е 1&, еп рагасиНег, чие, м 2 зайзай А ипе виа10й 
Ча фуре е!Шричдие 


Ат 2В$ + СЕ=0, {АС -- В*>0) 


ой А, В, С зопЕ 4ез Гопсйопз чие\сопаиез Че ‚уз, рагу Ева 
пле 1тёоа (6 4е 1а {огте 


= |2 


[21-5 +, 


ой {1 ер / зопЕ Чез сопзгаи(ез, 1а Голейоп д зе гбйии ее шёше 
а ппе сопз[ап(е. 
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Б. В. ГНЕДЕНКО 
ЛОКАЛЬНО-УСТОЙЧИВЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В статье рассматриваются однородные случайные процессы с неза- 
висимыми приращениями и устанавливаются необходимые и достаточные 
условия для того, чтобы закон распределения приращения, соответству- 
ющего промежутку времени 1 при 1—0 и надлежащей нормировке, 
сходился к некоторому предельному. В качестве предельных законов 
распределения могут появляться только устойчивые законы. Для каж- 
догоуиз устойчивых законов устанавливаются необходимые и достаточ- 
ные условия для того, чтобы он появлялся в качестве предельного 
в данном случайном процес-е. 


Одномерным стохастическим процессом называется совокупность 
случайных величин 2(, зависящих от одного параметра &, принимаю- 
щего всевозможные вещественные значения. Одним из наиболее важнык 
типов стохастических процессов являются однородные процессы с неза- 
висимыми приращениями, для которых 


1) функции распределения величин 2(1--&)—2({,) зависят только 
отфи 

2) приращения величины 2 (1), соответствующие любому числу непе- 
рекрывающихся интервалов оси &, независимы между собой. 

Поскольку нас будут интересовать только приращения величины 
2(/, можно принять без ограничения общности, что (0) =0. 

Вероятностная характеристика такого процесса осуществляется при 
помощи задания для каждого значения #> 0 функции распределения 
Ф,(х) величины 2(--—2(%) или же заданием характеристической 
функции этой величины 


2:0) = \ е?= 4Ф, (2). 


Так как при любом ё > 0 
Фе (^) = {, (№), 


то ясно, что однородный случайный процесс вполне определяется заданием 
характеристической функции случайной величины 2 (1); вместе с А. Я. Хин- 
чиным (5) мы будем для краткости писать $(^) вместо х, (№) и называть ее 
харавяёристической функцией процесса. 
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Исследованиями А. Н. Колмогорова и Р. Е6уу было установлено, 
что функция ©(^) тогда и только тогда является характеристической 
функцией некоторого однородного процесса с независимыми прираще- 
ниями, когда ее логарифм может быть представлен в виде 


+ из 


= 
03 
-6 
59 
— 
| 
=. 
— 
>, 
1 
рее 


где 7 — постоянное, С (и) — неубывающая функция с ограниченной вариа- 
цией. 
Формула (1) может быть записана в следующей эквивалентной форме: 


о 
. > ат Е 
Ще ЕВАО ера} М + 
+\ а} аМ (м), (2) 


где у и з— вещественные постоянные, а М (и) и № (и) — неубывающие 
0 | 


функции, удовлетворяющие условию \ и аМ (и) \ и АМ (и) < -- <. 
—1 0 

Без ограничения общности мы можем в дальнейшем считать, что 
С (— <<) =М(—®)=М(- <) =0. 

Случайные величины &, логарифмы характеристических функций 
которых определяются формулой (1) (и только они), обладают тем свой- 
ством, что при любом натуральном п их можно представить в виде 
суммы 

Е Пе (3) 
п взаимно независимых случайных величин &,:,6„.,....5,„: подчиненных 
одной и той же функции распределения Ф, (21). В силу эгого свойства 
неограниченной делимости такие величины получили название безгра- 
нично-делимых, а их функции распределения — безгранично-делимых 
функций распределения. 

Важность класса безгранично делимых законов была выяснена лишь 
в последние годы. Помимо того, что эти и только эти законы управляют 
однородными случайными процессами с независимыми приращениями, 
было обнаружено, что все безгранично-делимые законы и только они 
могут выступать в качестве предельных для сумм незавиенмых случай: 
ных величин 

о и 
каждая из которых мало влияет на сумму *. 


В настоящей работе мы ставим своей целью выяснение некот.рых 
локальных свойств однородных процессов с независимыми приращениями. 


* Точнее это требование малости слагаемых звучит тан: при в >< раввомерни 
относительно А [1 < АА) 
й ) 
ь - Р (| 2пь {> 8} ->20 
для пюбого $ > 0. 
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А именно, во-первых, мы находим предельные законы, к которым могут 
сходиться при {—>0 функции распределения величин 


и (4) 


при надлежащем подборе вещественных постоянных а, > 0 и В и, во- 
вторых, выясняем условия сходимости функций распределения величин 
(4) к каждому предельному закону. 

Этим задачам может быть придана несколько иная словесная форму- 
лировка. Пусть & безгранично-делимая случайная величина. Согласно 
определению, при любом п мы имеем равенство (3). Спрашивается: 
1) к каким предельным законам при надлежащем подборе вещественных 
постоянных а, и 6, и при п—> < могут сходиться функции распреде- 
ления величин 

ЗК 

а — 6, ? (5) 
2) каковы условия сходимости функций распределения величин (5) 
к каждому предельному закону? Нас интересует, таким образом, пре- 
дельное поведение законов распределения при неограниченном дробле- 
нии безгранично-делимых случайных величин. 

Стоящие перед нами проблемы весьма близки по постановкам 
к задачам теории нормированных сумм одинаково распределенных 
независимых случайных величин (теории устойчивых законов). В силу 
этой аналогии мы назовем случайные величины ёЁ и их функции рас- 
пределения, для которых функции распределения величин (5) при 
п —> со сходятся к предельной, локально-устойчивыми. 

Мы начнем с того, что обнаружим, какие законы могут выступать 
в качестве предельных для величин (5). Ответом на этот вопрос 
является следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы закон Ф(х) был предельным для 
величин (5), необходимо и достаточно, чтобы он был устойчивым. 

Доказательство. Если 7(^) есть характеристическая функция 
величины & то характеристическая функция величины (5) равна 


й 
е- 2» п (.) у 
Ч 


По условию 


Бше-9вь* (=) =90). 


и—>оо 


Так как при любом натуральном т 


МИА 
71а е- тб 7 т =) = фт (*), 
7% 


7—со 


С 4 4 
и в силу одной теоремы Хинчина [(*), теорема 43] 


ИА 
т е- Туя ] пт { 
@ пт 


п—>со 


Гу (вый) ев, 
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где „> 0 ив, вещественные постоянные, то функция ф(/^) должна 
удовлетворять при любом натуральном т равенству 


9”) = (ии) о. 
Известно, что только устойчивые законы обладают этим свойством. 


Обратное предложение, что каждый устойчивый закон являетея 
предельным в указанном смысле, очевидно. 
Напомним, что закон распределения является устойчивым тогда 
и только тогда, когда логарифм его характеристической функции имеет 
следующий вид ы 
ще) =. с Аи {1 Вто, =) 


где |8 | <= 1, О<;<2, с> 0 и — вещественные постояиные, а 
9, т Ч 

аи. 

=“ дя б=1. 


При «=2 мы получаем, в частности, закон Гаусса. 
Для устойчивых законов в формулах (1) и (2) мы должны положить: 
при & = 2 к 


и при 9=2 


о 0. 


Одной из основных задач для теории локально-устойчивых законов 
является определение условий, при выполнении которых закои будет 
локально-гауссовым или вообше локально-устойчивым. Ближайшая 
наша цель и состоит в указании необходимых и достаточных условий 
этого. Их вывод будет основываться на следующих предложениях 
[('), теоремы 2 п 3]: 

ЛЕММА 1. Для сходимости последовательности` {Ф„(х)} безгра- 
нично-делимых законов распределения в предельному закону Ф (1) необто- 
димо и достотачно, чтобы при п—> с 

1) в каждой точке непрерывности функции С (и) 


С, (и) —>С (и), 


2) С, (- 5) >С (-- °), 

3) 1" —1, 
где функции С„(и) и С (и), постоянные у, и 1, определены формулой (1) 
соответственно для законов Ф„ (1) и Ф(т). 

ЛЕММА ИП. Даля сходимости последова тельности {Ф, (т)} безграничио- 
делимых законов распределения к предельному закону Ф(х) необходимо 
и достаточно, чтобы при п —> со 

1) в точках непрерывности функций М (и) и М№(и) 


М» (ч) —>М (и), и. (и) = № (9), 
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) Ни би \ а М „ (и) + 


=-0 ис @ 


>.” 


ила» (и) с} = 


ен 
где функции М„(и), №, (и) и М (и), М№(и) и постоянные в, У. 16, Ч 
определяются формулой (2) соответственно для законов Ф„ (2) и Ф(т). 
При определении условий сходимости функций распределения случай- 
ных величин (5) мы должны положить в предыдущих леммах 


ам 


:1 1 2 
ее Н 


` ИЗ ых 


ще) 


ЧС (2), 


2 


- 
М (и) = т М(ани), М, (а) = М (ани) 


п 


у 


се у | 
Вы 9 
а,У п пов 


Мы увидим, что условия локальной устойчивости будут весьма близки 
к тем, которые имеют место для областей притяжения устойчивых зако- 
нов в теории сумм независимых случайных величин [см., например, (°)]. 
Однако нужно отметить, что теоретико-вероятностный смысл этих условий 
различен. Мы укажем, например, на то обстоятельство, что к областям 
притяжения устойчивых законов, отличных от гауссова, могут принад- 
лежать лишь законы, имеющие бесконечную дисперсию, тогда как суще- 
ствуют законы с конечной дисперсией, ведущие себя локально как 
любой устойчивый закон. Действительно, рассмотрим безгранично-дели- 
мый закон, для которого в формуле (2) у=0. в«=0, 


О для и< —1, 


ма &. деле би 4 
и 
и С 
= для Оо 
ми) = | р 
0 для и > 1, 


а, с,, с, — неотрицательные константы (с, с, > 0,0 < х< 2). 
Дисперсия для этого закона, как легко подсчитать, равна 


1 
а 
=«\ (с, Но с) и1-« аа = — Е 
0 


1 


Положим а, = Ь,=0, тогда, как легко видеть, 


п/а ? 

На М» (и) = т при всех и < 0, 
Пт М, (и) = =е при всех и > 0 
п->со и 
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0 


Пт Шо \ и?АМ „ (и) 


=-—*() 71-0 


и?аМ, (и } —0; 


> 


Эти равенства доказывают наше утверждение. 
ТЕОРЕМА П. Всякий безгранично-делимый закон, содержащий 
га4ссову компоненту*, является локально-гауссовым. 


Доказательство. Согласно лемме 1, нам нужно показать, что 
при п-—> > и любом = > 0 в условиях теоремы выполняются соотноше- 
НИЯ 


Е (М (—з4,) — М(ва,)) 0 (6) 


И = 


” 


Па Би \ и?4М (и) - 5 \ 


=-00 п-со "Ч 


иа М(и)} = 1. (7) 
— зил 9 ? 
Выберем а, = 


ея тогда 


[р =Ия 


т — = и 5* № — 
с ия \ изМ (и) 3* 4 о ам ()} 


зай 
( ЕЙ 


=4+( \ и@М (я) \ и’а\ (1) : 
0 


— а 


Так кака, ->0 при п-> со, то 


0 2я 
о ( \ иАМ (в) \ нами) ) =0 {8) 
п-ос \ ее. о 
и значит при п — < 
„—1. 


Нам нужно теперь доказать соотношение (6). Предположим, что оно 

не имеет места. Это означает, что найдется такая последовательность 

натуральных чисел п, (Ит п, = со), что при А —> со и хотя бы при одном 
р 


>о0о 


2-0 


ПХ (аз) >В > 0, (9) 
где обозначено 
Х (1) =М (—2)-—М (2) (2>0). 


Легко проверить следующую последовательность соотношений 


0 за зап со ванЁ 
\ иаМ (и) \ и*аМ (и) = — \ "ах (и) = — р \ и?4у (и) = 
— ая 9 0 К=1 зап 
К41 


* Мы говорим, что безгранично-делимый закон Ё(х) имеет гауссову компонен- 
гу, если в формуле (2) для него с = 0. 
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бя 


=, м=н Фе ван, „) — Х@аы)) = 
& =1 


= =? ах га» ны у (Еадии) (ты 1))}. 


В силу (8) найдется такое $, что для всех Ё>5$ 


В. 


Таким образом, из предположения, что равенство (9) имеет место, 
вытекает неравенство 


х (= ат 1) > Е 


нь 


ПЕ 


0 Ев 


\ и?АМ (и) + \ззам (и) > 


— ай 0 


ий {1 р у н ана) (ль _ 1) +; у (= 1)} , 


В=3--1 


® 


— 


пь+1 
Так как ряд у ("= 2 —1) расходится при любом выборе посяедо- 
Е=3+1 


вательности {п,}*, то мы приходим к противоречию с равенством (8). 
Это доказывает равенство (6) и, следовательно, всю теорему. 

В связи с только что обнаруженным фактом интересно вспомнить 
следующий результат А. Я. Хинчина (5) относительно локального роста 
однородных случайных процессов с. независимыми приращениями: все 
процессы, содержащие гауссову компоненту, и только они обладают 
наибольшей локальной колеблемостью, в частности, для всех них и 
только для них имеет место закон повторного логарифма. Мы только 
что обнаружили, что все такие процессы являются локально-гауссовы- 
ми, однако, как мы увидим, ими не исчерпывается класс локально- 
гаусеовых законов. Свойство наибольшей локальной колеблемости мы 
можем выразить в терминах локальной гауссовости. С этой целью мы 
введем понятие о нормальной локальной ‘гауесовости. 


* Расходимость этого ряда можно показать хотя бы следующим способом. 


п $ 
^11 1 Тогда для сходимости ряда ак, как известно, необхо- 
ПЕ 


Положим ак = 


димо и достаточно, чтобы сходилось бесконечное произведение П(1 -| ск): В нашем 


(А т 
ПЕ п 
случае это произведение расходится, так как Пе + ав) = П = = а — о 
3 
Е = В=$ 


при г —> со. 
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Мы назовем закон Ё (2) нормально-локально-гауссовым, если функ- 
ции распределения величины (5) сходятся к закону Гаусса при значе- 
ниях коэффициентов 

Ч — =, 
в 
где а— постоянное. 

ТЕОРЕМА 11. Для того чтобы однородный случайный процесс 
с независимыми приращениями подчинялся закону повторного логарифма, 
необходимо и достаточно, чтобы он был нормально-локально-гауссовым. 

Доказательство. Мы видели при доказательстве предыдущей 
теоремы, что каждый процесс, содержащий гауссову компоненту, явля- 
ется нормально-гауссовым; поэтому, согласно только что сформулиро- 
ванной теореме Хинчина, нам достаточно обнаружить, что всякий 
нормально-локально-гауссов процесс имеет гауссову компоненту. Нам 
нужно доказать, что для него в формуле (2) с 2 0. 

Пусть процесс нормально-локально-гауссов, тогда для него выпол- 


няется соотношение (7). Так как =, то (7) принимает вид 
п 


"ат 


о Шо | ?аМ (2) “ам (г) +} =1. 


=> П-оо 
0 — Ап 0 


Из того, что Ит а, =0, следует, что 
п—со 
ЕО 


0 
бт { \ 2°9М (2) + \ гам (2)} 3 6. 
1-0 Е п 


7 ЕЕ 
и, значит, Ит Ит —,=0. А так как а и с не зависят ни от е, ни 


820 м-—со 


от п, то мы находим, что а=с-2 0. 
ТЕОРЕМА 1У. Для того чтобы закон Е(х) был локально-гауе 

вовым, необходимо и достаточно, чтобы 

1 - м? 


23 та ас (и) 
По 10 
х-0 \ аб (и) ь ( ) 
“| <Х 


где С (и) — функция, определяемая по формуле (1) для закона Е (1). 
Доказательство необходимости. Согласно лемме 1, функции 
распределения величин (5) будут оходиться к закону Гаусса 


3 22 


тогда и только тогда, когда для всех и(и < -+- ©) при п—> © 


О при и < 0, 
(и) || при и>0, 


и (0 
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Последнее требование может быть осуществлено всегда путем выбора 
постоянных 6, хотя бы по следующему правилу 


со 
: 1 а) —1 о 
Ь — — 2 . 1 у 
и ь п а? 1 ЕЕ 3? абс (аис). 
— с 


Ясно, что первое условие может быть записано в следующей экви- 
валентной форме: при любом => 0 и п-> < 


1 1 + 42? Ч 52 
па? \ тии 46 (а„2) = т \ ата 96 (2) >1, 
12| <в 12| <=а» (11) 
1 1 { а222 в А+ =? 
„д ) Теа б00-ь } дря9б® 0. 
122 12| >= 


Легко проверить, что имеют место следующие неравенства: 
1 Л А 22 ; Л - =2а2 я 
Е \ 46 (2 =" \ о \ ас (2) 


7 2. я 


|271 <з@ап || <е@п |2|<гав 
И 
8 Л =? 1 Л =? 3] 1+ = 
ати: Раба \ наб <, Раб (2). 
12| > вая 12| > вая [> за» 


Мз них выводим, что 


ь 72 52 
425? \ И 4С (2) \ Е - 5 ЧС (=) 
ее 1! > ва 12| > вап 
ЕЕ Е О" 
(Е - =*) (1 - #224) \ 46 (з) \ И 
12| <ваз |2 | <зая 


ое 


= 12| >ва» - . (12) 
32 (1 - =?) \ АС (=) 


121 <=а 


Эти неравенства позволяют получить доказательство необходимости 
условия теоремы. В самом деле, пусть закон Ё(1) локально-гауссов, 


тогда из неравенства (12) в силу (11) находим, что при п -—> << должно 
быть 


|2| <ва» 


Пусть теперь Х стремится к нулю по любому закону. Для каждого 
достаточно малого значения Х мы можем подобрать столь большое 
значение п, что будут выполняться неравенства * 


о .. 


* Не'’ограничивая общности, мы можем считать последовательность {а} убы- 
вающей. 


2 Известия АИ, серия математическая, № 6 
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академик ких нетто ЕЕ ЧЬИ и 


Напишем следующие легко проверяемые неравенства 


22 1+ = 
ела \ + 26 (2) хз = а аа) аа, \ НС, 


|| ан Ре ее 12| 0% 
ас (3) \ ас (2) \ аС (5) 
|<вая-1 11| <Х 12| ва 


Для завершения доказательства необходимости условия теоремы до- 
статочно заметить, что из локальной устойчивости закона Р (1) следует, 
что 


Но = (13) 


Действительно, если предположить, что при п-—> со 


м (ле ->Ф(%), (14) 


то из того, что для безгранично-делимого закона $(^) == 0, следует 


соотношение 
АБ 


пт то = "и +5( о Е 
@п 


п>со 


Значит мы находим, что, наряду с (14), имеет место равенство 


о 


т (2 )е’* $0). (15) 


Соотношение (13) вытекает из (14) и (15) как простое следствие при- 
водимой ниже леммы (з). 


ЛЕММА Ш. Пусть Е, (5) и Ф(т) — функции распределеная и Ф (т) 
отлична от единичной. Если Оля некоторых последовательностей 
постоянных а, >0иб,, а >0иВ, 


т В (ах нЕ 6) =Ф (2) 


И) 
й 

Им Е (их - В») =Ф (2), 
то 


По Е Ва 9—0. 
п->со “я п->оо @ 

Доказательство достаточности. Предположим теперь, что 
условие теоремы выполнено и докажем, что в этом случае закон 
Е (1) — локально-гауссов. Нам несколько удобнее будет вести рассуж- 
дения в терминах функций М (и) и №(и), поэтому мы прежде всего 
преобразуем условие {10). Из определения функций М (и), М (и) и 
С (и), а также постоянного с следует, что 


+ 


()=М(—Х)—М(Х)=х(Х), 


}7|>Х 
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Г) 


0 Хх 
46 (2) = \:= те = ам (2) + \ га (2) +". 
|2|<х —_х 9 


Отсюда ясно, что 


0 
Н(Х)= \ гама) \ ам(а> \ а6(з)> НО 


-х #=х 


ем 


ЭС в ных 


Е Ху (Х) 
Е 1 р: Я — 
но. = ` (2) - (1-Х) НЮ ° 
5х 

Мы видим, таким образом, что условие 

с 29 

= 0 16 

\ >0 Н (Х) ) 


эквивалентно условию теоремы. 

Покажем теперь, что если (16) имеет место, то можно будет иодо- 
брать такие постоянные а,„, что будут выполняться соотношения (6) 
и (7). А это, как мы знаем, доказывает, что закон Ё(5) локально- 
гауссов. 

В дальнейшем мы будем предполагать, что закон Р (5) не содержит 
гауссовой компоненты, так как в противоположном случае наша тео- 
рема уже доказана. Отсюда прежде всего заключим, что при доказа- 
тельстве мы можем считать, что 


Х (Х) —> © (17) 
при Х —>0. Действительно, если это не так и у(Х) отлична от нуля, 


то в силу (16) должно быть чз Н (Х) —> < при Х —> 0. А это послед- 


нее ыы В ты неравенства 


а С 2ам ( 9+ \ 


может выполняться лишь в случае с == 0. Еслв же х(Х)=0, то (16) 
имеет смысл только при условии с-=0. Мы можем, и 
считать, что, наряду с (16), выполнено соотношение (17). 


=— мы 


Е (=) = М (0)— М(—2)-М№(2)-М№(0) < + = 


Выберем теперь число С„(5) так, что при любом «> 0 

С, (8) (1+2) < 8, ХС, @) (1—я)] =8. 
Очевидно, что при этих условиях должно быть 
Вт —__Н [С (8)] = ®. 


п> © зона (6) 
9* 
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При достаточно больших п, для пп, (г — целое) 


тя И (5 и и (© „(8 ) = п9г. 


(и (6) 
в 


Но 


Н (5) = \ 2АМ (3) \ 2 АМ (=) = 


` 


в 
= Са (2) о 


< \ гама \ гам@®=нс, 6), 


С, (8) ъ 
слодовательно, 
А 
И о 
КС [С и 6) = ^ 
Существует такая последовательность В ой 
. > 1 
что для псп, при ый. 
я 
у 
(2) и 
Т [С >. 
ау Н (С. @ > 5, 
и при любом 9х0 
1 ы Хх =>, 1 
=: 5 © || $ Ее 
и ХС, (8) 1+4} < 7 


: 1 арт : . | 
Обозначим Г, = (1-->)С,„ (7; ‚. для ПИ, < П< 1,1, тогда при и —> < 
< 7 


1 

(Г) ->0, 

г и (18) 
Положим 


ь д ы 
@® = = Я (25 
Из сравнения с (18) заключаем, что 


я (1... 

Дни И = о. 

2. < ^#* 
Таким образом, каково бы ни было з >. (), для всех достаточно боль- 
ших нН 


и, значит, 
Х(Г,) = Хх (а, =) 


НН ан 


Эти неравенства доказывают теорему. 

Нам предстоит теперь выяснить, какие условия следует наложить 
на функции 11 (и), №(и) и постоянное с для того, чтобы закон Е (х), 
определенный ими по формуле (2), был локально-устойчивым с пара- 
метром 0 5-2. Из предыдущего мы знаем, что одним из необходимых 
условий этого является равенство нулю постоянного с в формуле (2). 
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ГЕОРЕМА У. Для того чтобы безоранично-делимый закон Е (а) 
был локально-устойчивым с параметром «==0, необходимо и доста- 
точно выполиение следующих условий 


1. с=0, 
. _ М(-и) ‹ 
р о == 
не м (м) ба { 


т а Вы: 
ео ВИ: и) — У (м) /.° 
Доказательство. Согласно лемме ||. закон Ё(7) будет ло- 
кально-устойчивым с параметром &==2 тогда и только тогда, когда 
при П —> << 
Са 


м 


дияй< 0. 


ф. * М (аи) > т 


‹ 1 с: 
2. = № (али) > — для п > 0. 


и 
у 
` 


} 

Е ь г 

3. Пт Пт а (= = \ и АМ (и) \ и а№ ()) ==). | 
з ` ``) 


20 иъс "9 
—=@з 


Е; 
О 


—- 9 у 
ла» 6, ОЕ 


Очевидно, что путем выбора постоянных 6, всегда можно добиться вы- 
полнения последнего требования. 

Мы хотим показать, что из этих равенетв следуют условия теоремы. 
Действительно, пусть с —> 0. Для каждого значения г мы можем по- 
добрать столь большое п, что при заданном и >20 

аи 
(или аи 2= аи, если а,-, < @,). Отсюда следует, что 
М (—а.и) = М (—5) = М (—а,-1и) 
и 
—М (ай) = — М (5) > — М (а,-ци). 
'Гаким образом, 
М (—@и) Со М (—а:и) 
Мани ПИ ЕАО" = Мом) 


Первое и второе из соотношений (19) позволяют нам заключить, что 


Ню | пин | Е: Пт | Е ее ) ] ее 21 


и со Х (“„- и) ив > со “2 


и | ри ей =а 


1—0 


и, следовательно, 


Аналогичным путем можно обнаружить, что из двух первых соотно- 
шений (19) следует третье условие теоремы. Второе условие теоремы 
как мы уже говорили, следует из теоремы П. 

Пусть теперь условия теоремы выполнены. Мы хотим показать, 
что закон (7) будет локально-устойчивым и что, стало быть, будут 
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иметь место равенства (19). С этой целью мы определим постоянные 
а, как наименьптие корни неравенств 
х [4 (1--0)] = (с, с.) п хм (1 —0]]. (20) 

Так как второе условие теоремы имеет смысл только при с, {с, > 0, 

то из (20) мы заключаем, что при п —> сс должно быть 
у (а) — <. 

Это же возможно лишь в том случае, когда а,—> 0. Из третьего 

условия теоремы следует, что при каждом и >0 должно быть 


У (на, ) 7 (ма ) 1 
о 2 = —. 
п» у [@,(1-0)| ^ 7 = 2< НЕО м” 
Отсюда в силу (20) мы заключаем, что при п — оо имеет место 
соотношение 
3 ле | 
(чае (21) 


Из второго условия теоремы мы выводим, что 
М (--ма,) = — #1 № (иа,) [4+0 (1). (22) 
СЗ 


Легко видеть, что (22) и (21) дают нам два первые соотношения (19). 
› р 

Нам остается показать, что имеет место третье из соотношений (19). 

Согласно третьему условию теоремы, для достаточно больших п при 


данных <>0, АО ия _>0 те у а имеют место равенства 


Й 
их, (23) 


где 1,, -\ для всех натуральных $ 2:0. 
Пишем следующую цепочку соотношений 


АМ (и) Г н? АМ («)) = 


© 151 ь 
= ен р | \ (АМ (и) + \ и" АМ№ и) р - 
со — ея 
== — | \ 411 (н) \ АМ (и) } = (24) 
го - те. 
рае: и 
= Уже у ам (и) + \ ам (")} = 
5-0 ыы 


со [-.$ 
и ( у енот 
= я У == М ( и и) -м( #4 ат. > [$ У (==) а 
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Так как в силу (23) 


а ка р га, _ 28($+1) 
хех (1) = = Х (га), 
Па+») 
=0 


то соотношение (24) мы можем продолжить следующим образом: 


0 зав со 
} т. й Е Е. (сам 1 квт) 
ее. Е \ и*аМ (и) =, зы. У, У ЕПК 
—ва» о 3=0 На+ъ» 
Е) 
— 134% Х (зан) 1 
ВЕ 7 ЕЕ 


_ уз. _ Х (а) х [аи (1 + 0)] 1 
—. ы т х, [(— ( 


- х@,а+0)] ог 
Но из третьего условия теоремы следует, что 
: Х (за, 1 
Ни ак 6 
ПТ Х [2,(1 НЕ 0)] 5% ? 
а в еилу определения величин а„ 


Хх [@» (1 + 0)] 


= зе с,, 


поэтому 


т = (| ам + [ам <= 
— зан о 


со 


< (6, Ее.) &* =*—* У, 


= 


1 
[А (1 Г я 
Огсюда находим, что 


Ч 


[0 В 
Пи Им а (\ и* 4М (и) + и* 4№ (и) ) 20, 


= >01 -—>< 
— ая 


что и требовалось доказать. 


= 
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Очередной вопрос о локальном поведении однородных случайных 
прецессов с независимыми приращениями таков: найти класс предель- 


ных законов для величин 
2 (1) 
РУ о 
Е 


при соответствующем подборе постоянных 


“4, >0, И и [ИЗ > 0 о ГА 220). 


Повидимому, этот класс шире класса устойчивых законов, но уже 


нлаеса безгранично-делимых законов. 
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Примечание. Задачи, поставленные нами в начале работы, были 
даны в двух близких, но все же различных формулировках. Согласно 
первой из них, нам нужно было определить предельные закономерно- 
сти, которым подчиняются функции распределения величин (4) при 
непрерывном стремлении к нулю параметра #. Во второй формули- 
ровке следовало найти эти предельные закономерности, когда & етре- 


: 1 
мигея к нулю лишь по последовательности 5, = с Приведенные выше 


доказательства относились лишь к последней постановке. Для полной 
законченности наших рассуждений нам нужно доказать следующее 
предложение. 

ЛЕММА ТУ. Если можно подобрать такие постоянные а „>00 в 


 „, что функции распределения величин (4) сходятся к предельной 


| 
функции распределения, когда # —> 0, принимая лишь значения „=, 


то можпо подобрать такие постоянные а, >0 и В, что функции рас- 
пределения величин (4) сходятся к предельной функции распределения 
при непрерывном стремлении к нулю параметра &. Предельные функции 
распределения в обоих случаях совпадают. 

Доказательство. Пусть $ф(^\) — логарифм характеристической 
функции случайного процесса &(1)..Нам дано, что при некотором под- 
боре постоянных 41/и' и 6!» равномерно в каждом конечном интер- 
вале }. при 7 —> со имеет место соотношение 


1 А 3 
И) — — » 
5 $(--) 6 1т^ — 4. (^), 
где %, (>) означает логарифм характеристической функции предельного 
закона. Положим 


а, —=@а1/п, В=Ь: тпЕ 


} 1. 
для всех #, удовлетворяющих неравенству о на Тогда при 


этих значениях { мы имеем следующее равенство 


А ть 1 А ; 
ГАУ (.)-—18.=т [3 (ев | . 


п. 
п +1 
стремится к единице и в силу условия леммы равномерно в кажтом 
конечном интервале Х при # —>0 


Заставим теперь # стремиться к 0. Тогда, так как хх т=4 тот 


А . 
и (:.) = 6. —> % (2) 
что и требовалось, доказать. 
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В. \. СХЕБЕМКО. ГОСАГГУ УТАВГЕ ОГУТАТВ ОТГО ХУ 
ЗОММАВУ 


Оп4ег а зюосвазИс ргосезз \ЦИ 1т4ерепдепЕ 1тсгеазез ме ипЦегз(ап@ 
\Ше 5е% оЁ гап4от уаг1а]ез дереп41тх оп \\е геа] рагатеег ап зайзГуто 
{фе соп41опз: 

1) Ме а1зи1Ьайов Гапейолз оЁ Ше уама ез (1-1) —х(Е,) Чо пов 
Череп4 оп &,; 

2) {Бе 1шсгеазез оЁх (1) соггезроп4 ше 10 апу пширег оЁ пой ицег- 
зесипо {-Ицегуа]з аге шшиаЦу т4ерепдепв. 

И ме аззите а|з0: 2(0)=0, Шеп Ше вошосепеойз гап4опи ргосезз 
\И 1пдереп4епь 1псгеазез 13 сотр|ее]у Чеегилиея ру Ше зи Нот 
Гапсйоп ой 2 (1) —2(0); аз 16 13 Кпомп, Ше ТюсагИвш оЁ Из свагасег1- 
Ис Гапсйоп 1$ олуеп Бу Фе Тогтша (1) ог Фаь 1 еашуаетц, Бу (2). Тве 
ригрозе оЁ {0 ргезепь рарег 1$ 10 зо]уе {Ме ГоПо\зше ргоештз: 1) 10 
Чееглиюлте Фе роз Бе Шт 41зиарибопз Гог {Ве Ч1зиаайол оЁ Ше уа- 
г1аез (4) (\\Веп Е —> 0) Гог Ше уаг1оиз' а, > 0 апа В,, 2) ю емаЪ $ Ме 
сопаИлот$ оЁ 1Те сопуегоепсе о! Чзи1риНоп$ оЁ (4) 10 еаеБ Вхе Иши, 
зари оп. 

Тье ГоПо\мшо гезиЦз аге оБфате4: 

ТНЕОВЕМ [. /п огаег йа фе фзичфииоп Ф(х) 6е але Ипит Че гг- 
бадбоп {ог (4) 04 1$ песеззату ап4 зшиссетй апаё Ф (т) 1$ за. 

ТНЕОВЕМ ТУ. Гл огаег (па ше @зитфинов ]ипенопз ор йе сатао- 
[е$ (4) (ти а, >0 апа В сопсешепИу сйозеп) сопсегае 0 айе Саиххгав 
Фезфийгоп 18 15 песеззату ап зистепЕ апаё (10) 1048 д С, (и) Чеёег- 
пцпеа бу (1). 

ТНЕОВЕМ У. Тле фут иНоп рипейопх о| Ше сама Меу (4) сопсегзе 
10 а чаМе фзитыиоп айаё 1$ пой бапзяат 21| ап оту ар ие [оЦоутя 
сопалопз аге зай ед: 


и 6=0: 
: М (—и) р а. 
и ЕС — со = 6 =0 
А } 
3. [ог апу сопат С 


- М (—Ки) — Х(® 1 
т — о 
9—ип 


М (-и)—У(и) №’ 
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М (“) апа М (и) бете аеегиипеа 6у (2). 
Тре гап{от ргосезз 2 ().) 13 за1А 1ю ГоПо\ \е Цегайей 1озагинт 1а\ 


И Фе едиащу 
Па зар СЕ == 1 


нех лит 


Б0]43 \ИВ ргофаБИцу 1. 

ТНЕОВЕМ ПГ. Те йотовепеои$х гап4дот ртгосез$ ий атаереп4ет 
гпсгеазез роПоу$ 4йе пегайе4 (оватёйт 1а% #&[ апа ошу (райе Фяти ов 
[епсиоп$ ор йе гапаМе$ (4) сопгегее 10 йе Саизаап Фятииоп тйеп 


И 
рн 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУТТЕТ!М ОЕ ГГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕ$ ОЕ Г0В$5 


Серия математическая 6 (1942), 309—330 $61е тафетаначие 


М. В. КЕЛДЫШ 
9 МЕТОДЕ Б. Г. ГАЛЕРКИНА ДЛЯ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 


В отатье дается доказательство сходимости метода Галеркина для некоторых 
классов линейных дифференциальных уравнений. 


«В 1915 г. Б. Г. Галеркин предложил метод решения краевых задач 
для обыкновенных дифференциальных уравнений, который был им при- 
менен к решению ряда задач 0б устойчивости упругих систем ("). 
Впоследствии выяснилось, что в случае вариационных задач этот метод 
по существу совпадает с методом Ритца. Однако способ применения 
этого метода, предложенный Галеркиным, не связан с вариационной 
задачей, определяющей дифференциальные уравнения, и может быть 
приложен и к несамовопряженным уравнениям. В последнее время 
метод Галеркина получил весьма широкое раепространение ‘в при- 
менении к несамосопряженным системам при изучении неконсер- 
вативных механических систем и неизменно приводил к хорошим ре- 
зультатам. 

Метод Ритца для решения вариационных задач получил обоснова- 
ние в простейших случаях ещеув работах самого Ритца. После работы 
Ритца этому методу был посвящен целый ряд исследований и особенно 
глубоко он был изучен в фундаментальных работах Н. М. Крылова 
и Н. Н. Боголюбова. На ряду с этим, насколько нам известно, приме- 
нение метода Галеркина к несамосопряженным системам до сих пор 
не получил обоснования. В ряде мест даже высказывались сомнения 
в законности его применения (2). Недавно появилась работа Г. И. 
Нетрова (+), где было дано обоснование метода Галеркина для некото- 
рых частных случаев путем сведения исследования о сходимости к изу- 
чению бесконечной системы линейных уравнений. 

Мы также используем связь метода Галеркина с системами линейных 
уравнений и в широком классе случаев даем доказательство сходимости 
этого метода при существенно необходимых ограничениях, наложен- 
ных на систему приближающих функций. 

В $ 1 рассматривается общее обыкновенное дифференциальное урав- 
нение 2п-го порядка, причем мы ограничиваемся простейшими гранич- 
ными условиями. Перенесения доказательств на другие граничные усло- 
вия не представляет существенных трудностей. 
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В $2 детально разбираются для уравнения 2-го порядка все гра- 
ничные условия, связывающие значения функций и производной на каж- 
дом из концов интервала. 

В $ 3 рассматривается задача Дирихле для уравнений с частными 
производными. В этом случае при общих ограничениях, наложенных 
на систему функций, уже не имеет места равномерная сходимость реше- 
ний; устанавливается их сходимость в среднем и сходимость собствен- 
ных значений. Само исследование бэсконечной системы в этом случае 
становится также значительно сложнее. 


$ 1. Уравнения 37-го порядка 
Рассмотрим на интервале 0 = х=1 ‘уравнение 2п-го порядка 
2т—4 


у 278. а" 
Гера) щие У) ра) = Иа, (1) 
1=0 


зависящее от параметра ), изменяющегося в области р комплексной 
плоскости. Коэффициенты уравнения предполагаются непрерывными 
функциями д и ^, когда х изменяется на интервале (0,4), а \.в обла- 
‚сти О, и аналитическими функциями ) в О. Мы будем предполагать, 
что коэффициенты дифференцируемы по х столько раз, сколько это нам 
в дальнейшем потребуется и что 


р (т) > 0. 


Рассмотрим систему 5, образованную уравнением (1) и простейшими 
граничными условиями 
0 (0) = (1), А=О Е. п. (2) 


При фиксированном » система 5, как известно, либо имеет решение 
при ‘любом значении правой части (1), либо однородная система 5 
[получаемая при /(х) =0] допускает решения, отличные от нуля. Зна- 
чения ^, при которых имеет место последнее обстоятельство, носят 
название собственных значений. 

Академик Б. Г. Галеркин предложил метод решения системы 5, 
‘требующий для построения каждого приближения решения системы 
алгебраических линейных уравнений. Этот метод сводится к следую- 
мему. Пусть 


$, (2), $. (2), ..., Фт (2), -. (3) 
система функций, удовлетворяющих граничным условиям (2). Положим 
Ут = 2 ф, (2) 5 2" ф, (в)... 2) Фи (2) (8) 

(т) 


.и построим для определения констант т» 
ческих уравнений следующим образом: 


систему линейных алтебраи- 


1 
\ [1.(уи) = Нч: =0, И: Ч 2, 1 (5) 


у 
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Система эта имеет следующий вид: 
т 
Уеь 0) = фр =0, (6) 
№ -=1 

и коэффициенты ее суть голоморфные функции ^ в О. 

Собственные значения системы 5 ищутся как пределы собственных 
чисел системы (6) алгебраических уравнений и, если ) не есть соб- 
ственное число системы 5, ее решение ищется как предел последо- 
вательности 

У, (2), У, (2), --., Ут(2),--. (7) 
с коэффициентами, определенными из уравнений (6). 

Как известно, в том случае, когда уравнение (1) может быть полу- 
чено как уравнение Эйлера для действительного функционала, метод 
академика Галеркина совпадает с методом Ритца для решения соот- 
ветствующей вариационной задачи. Однако в отличие от метода Ритца 
метод академика Галеркина применим и к несамосопряженным уравне- 
ниям и к уравнениям с комплексными коэффициентами. 

Мы докажем следующее предложение: 

Если система функций, составленная из п первых степеней х и из 
п-ых производных от функций последовательности (3} 


2 С (9%) 
о и (8) 


полна в смысле среднего квадратичного уклонения, то 

1. Собственные значения системы 5 получаются предельным перехо- 
дом из собственных значений систем (6). 

2. Собственные функции системы 5 получаются как пределы после- 
довательности (Т) с коэффициентами, полученными из решения однород- 
ных уравнений (6) соответствующих собствениным числам системы (6). 

3. Если № не есть собственное число системы 9, решение 5 есть 
предел последовательности (7) с коэффициентами, определенными из (6) 
при том эке значении №. 

Производные (2) при / <п сходятся равномерно к соответствую- 
щим производным решения 3, а У (х) сходится в среднем к У09 (2). 

Для доказательства заметим, что уравнение (1) всегда можно запи- 
сать в виде 


п-1 п-1 
з 


а а" ды , 
фт (РУ) Ни" № 4; (<, ^) УФ № г; (т, ^) у =] (2). (1') 
7=0 7=0 
Далее, при доказательстве можно предполагать, что функции о) (<) 
образуют нормированную ортогональную систему с весом р (т) 


о ИЕ 
пи (9) 


(и) (п) — 
в [ т = А. 


<? 


р 


В самом деле, если это не выполняется, то можно построить новую 
систему функций %„(2), полученную из системы (3) линейным пре- 
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образованием, приводящим к ортогонализации системы п-ых производ- 
ных функций (3) 


их т» Фк› Фт = №, Втл ФА. 


Система алгебраических уравнений т-го приближения, получаемая ис- 
ходя из последовательности функций фи, может быть выведена из 
системы (6) путем замены переменных 


у” = у Вы: хо 


= 


м образования линейных комбинаций уравнений системы (6) 


в А». 

®=1 
Отсюда вытекает, что собственные значения системы (6) и А, =0 совпа- 
дают, а последовательность (7) не изменяется при переходе от после- 


довательности фи к последовательности фт. 
Отметим некоторые свойства разложений по системе функций $ : (2). 


В силу граничных условий (2) каждая функция Фи (2) ортогональна 
ко всем степеням 41^ при Ё < п, 


1 
М фи (2) ах =0, Е <п 
0 


Отсюда и из полноты системы функций (8) вытекает, что всякая функ- 
ция }(т), ортогональная ко всем $, 


1 


\ 16% 4х = 0, 


0 


есть нолином (п--1)-ой степени 
Па) = оз... Роя" 


а всякая функция 2 (т), ортогональная к первым степеням х, 
1 
\ 21ат=0, Хи, 
[р 


может быть приближена в среднем Е комбинациями функ- 


(п) 
ций фи. В частности, если система Фе Е. с весом 


р (2), разложение 2(2) в ряд Фурье по функциям $) сходится в сред- 
нем к 5(5). 
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Если функции $” (2) вы то в силу граничных условий 


3 я 
п л п я —3), =; 
\ Фе а — (Фо) 4х = (= 1) р%* и 4х 5 { о й ВЕ. 


Следовательно система (6) может быть записана в виде 


2" У Ав (\) 2—1 =0, (10) 


#=1 


причем 
п_1 п-_1 


1 
(14 = [У == ‘ах® (9; $) ыя > п ф; ах = 0, 
0 
1 


> р (11) 
(= У. 42. 
9 
Для дальнейшего мы положим 
Ав =ак- 6, 
где 
4 п-1 у 
ак = \ $” Хоф ат, | 
0 /=0 ‹ 
7 п-1 (12) 
в, =(— 1)" "> Ул аа. 
0 7=0 


Выражение а;, получается п-кратным интегрированием по частям сла- 
гаемого А;,, соответствующего первому члену квадратной скобки. 

Система (10) получается усечением бесконечной системы линейных 
уравнений 


э-- У АБ) 1 =0. (13) 


Докажем, что система (13) эквивалентна системе 5 в следующем смы- 
сле: решению 7(2) системы 5 соответствует решение системы (13) 


1 
ль | ру ал (14) 


9 


со сходящейся суммой квадратов 


со 

У я < + <, 

®=} 
и обратно, всякому решению системы (13) со сходящейся суммой квад- 
ратов соответствует решение системы 5. В частности собственные зна- 
чения системы (13) и системы 5 совпадают. 
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Пусть у (2) — решение системы 5. Разложим У“) в ряд Фурье по 


С и 
ортогональной системе функций + (2). Определяя коэффициенты по 
формулам (14), получаем сходящееся в среднем разложение 


у" (2) = У 2.’ (2), (15) 


т=1 
так как 1/09 (<), в силу граничных условий, ортогональна к 


п 2 1 
о. 


Интегрируя это разложёние и определяя константы из граничных усло- 
вий, получим равномерно сходящиеся разложения 


со 


9 (+) = м т $0, ИЗО (15’) 
т-=1 
Умножая уравнение (1’) на $, (5) и интегрируя по промежутку (0, 1), 
после интегрирования по частям получим следующее соотношение: 


1 п—1 п-1 


\ | ру" У 4 + (—1)" У руде: — (— 1)"уа 42 =0. (16) 


0 1=0 7—0 


Подставляя сюда разложения (15) и (15’) и производя почленную ин- 

теграцию рядов, убеждаемся, что х, удовлетворяют системе (13). 
Обратно, допустим, что хь есть решение системы (13) со сходящейся 

суммой квадратов. Пользуясь теоремой Фишера—Рисса, мы образуем 


функцию 1(<) с разложением в ряд по ортогональной системе Ф® 


1 (2) & х атф (2) (17) 
и положим 
О, 
т= 1 


Полученный ряд и его производные порядка < п сходятся равномерно, 
так как они получаются интегрированием ряда (17) и кроме того 


У" (2) =1 (2) 
почти всюду. Функция у(х) очевидно удовлетворяет граничным усло- 
виям, и надо доказать, что она удовлетворяет дифференциальному урав- 
нению (1’). Из определения у(х) следует, что уравнения (13) можно 


записать в виде (16). Интегрируя п раз по частям последние два члена 
интегрального выражения (16), получим 


п-1 Ня 


| ру У офо+ \ УЕ «Св 42” | 2 ае-0. 
9. 7=0 


0 7-0 
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Отсюда вытекает, что функция, стоящая в квадратных скобках, как 
п 
ортогональная ко всем Ф®, будет многочленом степени п —1, 


п-1 х х п-1 
руб № уф - \ ЗЕ \ р гу РО. 
5=0 д 9 2—0 


Дифференцируя это соотношение п раз, убеждаемся, что у(х) удовле- 
творяет уравнению (1). 

Докажем теперь, что собственные значения системы (13) получа- 
ются предельным переходом из собственных значений системы (10), 
а решения х ‚ т, ... системы (13) получаются предельным пере- 
ходом из решений 2), ..., 1) системы (10), причем имеет место 
сильная сходимость - 


19 °.°* 


со 


Ни [2—2 =0. (18) 
т—>х Я 


В силу результатов Коха о линейных системах для этого достаточно 
установить, что ряд 
У АР (19) 
ПАГ 
равномерно сходится в области ШО('). Из (18) непосредственно выте- 
кает, что последовательность у”) сходится в среднем к п-ой производ- 


ной решения 5, а у® при 7 < п сходится равномерно к 7/7 (5). 


Мы докажем, что ряд (19) сходится внутри области О) изменения ^ 
и сумма его внутри Д равномерно ограничена. 

Так как члены ряда (19) суть квадраты модулей аналитических 
функций, то отсюда вытекает равномерная сходимость ряда (19) вну- 
три Д*. 

Достаточно доказать сходимость и ограниченность суммы рядов 


№ [ал [*, хх |6» |. 
К п 


Расссмотрим первый из этих рядов. На основании неравенства Бесселя, 
для ортогональной с весом р(х) системы 'ф® имеем 


со 1 п-1 а 
5) 2 ах 
Уаа = \ УХ я (2) | 2®’ 
= 9 7=0 
так как а;, есть :-ый коэффициент Фурье функции 


п—1 

1 (7 
У ая). 
7=0 


Р (2) 


* Последнее вытекает хотя бы из того, что во всякой подобласти Д ряд (19) 
можно мажорировать рядом гармонических функций с ограниченной суммой, и из 
теоремы Харнака. 


3 Известия АН, серия математическая, № 6 
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Таким образом 
2 ‹ АР 9 о 
Ув = 4$ (2) | р а) ` (20) 


`Выразив $ (2) через $” (т) формулой 


Е у т : п 
$Й (2) = в \ (2— 1)" 71917 (2) 46, 


получим 


п-1 


п-1 х ле 
УХ ее) г ( а СОА) #0 4 
7=0 


следовательно, левая часть этого равенства есть коэффициент Фурье 

функции от #, получаемой делением скобки, стоящей под знаком инте- 

грала, на р(ё) на интервале 0 <#=<х и равной нулю при << 1. 
На основании неравенства Бесселя 


со к хтп- 
(д И 7—1 |2 
ХУ ‘ое оО 
И, 71=0 Оо 7=0 
в силу (20) 
2 


р ` 


1 

а; < 
> и Р (=) 

1, К - 0 


Ютсюда вытекает, что ряд р [аь° сходится, а сумма его ограничена 


> 


ы НХ 


внутри области Д. 
Рассмотрим теперь ряд У 16. Пользуясь выражением для 


5,, в силу неравенства Шварца, находим 


вые < |9; 4. рис 
0 


откуда 
1 
УГ = а ХИ неа; 
«о у ;= 


вычисляя стоящие справа суммы так же, как это делалось выше, 
найдем 
це. 1 
: —2" 18 Е 4х (2—1 
В И. [ 
> в ) Г (п— 1)! Р (6) р (2) Е 1—1! | 


Я, № б 6 


г 4 42 
Р(1) Р (2) 


З 


> 


что доказывает ограниченность суммы ряда, стоящего в правой части. 
Этим вполне доказывается высказанное выше предложение о сходи- 
мости метода Б. Г. Галеркина. 
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$ 2. Уравнение 9-го порядка 
Остановимся подробнее на случае уравнений 2-го порядка. Рассмот- 
рим уравнение 2-го порядка 
Ч , Г я 
ар (РУ’)-Н а, [9 (2, №) у] т (т, Л у=0, (21) 
удовлетворяющее условиям $ 1, и рассмотрим граничные условия вида 
У (0) = №ху (0) } 
у’ (= (1) 
Мы докажем сходимость метода Галеркина при следующих условиях, 
наложенных на систему (3): 
а) функции ф„ (7) дважды дифференцируемы и удовлетворяют гра- 
ничным условиям (22), 
6) система из производных Ф„ (2), дополненная функцией % (2), опре- 
деленной равенствами 
9(0=%., (= №, 
ф (1) =1, аи. 


если ни одно из чисел й,, й, не равно нулю и 


(22) 


(2) =0 


при #, =0 или №, =0, полна в пространстве с расстоянием 


1 
(ув) = р важ (0) в ОР, (ОГ, 
0) 
где Е;=1, если №, отлично от нуля и бесконечности, и Е; ==0, если 
Й; =0 или Й, = со, 
с) если й,=й, =0, система пар функций ($;, $:;) полна в простран- 


стве пар т у ах, у) ‚ где у— функция с суммируемым квадратом, 


а расстояние определяется формулой 
1 


= у ФИ Ре -6 (0) 


где 


Е (5) \ Га, Са) — \ 2 4х. 


В частности условие с) выполнено, если система производных {фи (<)} 
полна и система функций (3) содержит единицу. 

Мы остановимся на случае, когда й,, й, отличны от нуля и беско- 
нечности. Остальные случаи рассматриваются подобным же образом. 

Пусть #, конечны (й, + 0, со). Систему производных от функций 
последовательности (3) мы можем считать ортогональной в пространстве 
с расстоянием р {}, 5 

1 


\ роту 42-91 (0) 9% (0) $1 (1) (0) =0. 
0 
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Рассмотрим разложение в ряд Фурье функции } с конечной нормой 
2 (1, 0): 
1 Хе (23) 


Это разложение сходится в пространстве с расстоянием р (}, #). Из оп- 
ределения расстояния следует, что это разложение сходится в среднем 
на интервале О < х< 1, а в точках х=0 и х=1 сходится в обычном 


смысле. 
В силу граничных условий (22) легко показать, что функции Фи (7) 
удовлетворяют соотношению 


4 
уе» 42$ (0) 9 (0) -$ (499 (4) =0. 
0 


Имея в виду, что система функций 
$, Фа» аз + фт» +. 


полна в пространстве с расстоянием 
1 


вр, 5) = \ |1 — в Раж-Н|е (0) —1(0) [*-+1 8 (9) —1(4) 1, 


0 


заключаем, что 
всякая функция }, удовлетворяющая соотношениям 


1 
} ле» 42+ 10) 9 (0-е =0, 
0 
имеет вид | =(СФ; всякая функция, удовлетворяющая соотношению 


4 
\л-+озФ-+ию 1=0, (24) 
0 
принадлежит к линейному пространству, определяемому функциями 
Фт. В частности ряд Фурье (23) сходится к } в пространетве с рассто- 
янием р(},:). 
Бесконечная система (10), сечением которой получаются уравнения 
для п-ого приближения Галеркина, может быть получена из соот- 
ношений 


1 
\ С-Р 42 = (Ру' +99) ®1:— 
0 


1 
— } КРУ’ 44): — (у-- рей = =0 (25) 
0 


формальной постановкой рядов 


у= Уз, у= У 29. (26) 
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Если у(5) есть решение системы 5, то у’ удовлетворяет соотношению 
(24) в силу граничных условий, и поэтому разложение сходится к у’ 
по расстоянию р(}, 5). Разложение для у сходится равномерно в силу 
сходимости в среднем ряда для у’ на (0,1) и сходимости ряда 


‚2 11$: (0) = я 1$: (0). 


Отс юда следует законность формальной подстановки рядов (26) в (25), 
а поэтому решению системы 5 соответствует решение уравнений (10) 


со сходящейся суммой квадратов 
1 


д | ру ае-Ну' (0) 9: (б)-у" (1) 9: (4). 
0 
Обратно, если имеем решение системы (10) со сходящейся суммой 
квадратов, то полагаем 


у= Ужеь 9: = Укр 


Второе из этих разложений сходится по расстоянию р(], 5), а первое 
равномерно. Функция у есть интеграл от у,, поэтому удовлетворяется 
соотношение, полученное из (25) заменой у’ на у,, в проинтегрирован- 
ных членах ( при х=0, 1). Интегрируя по частям это соотношение 
и пользуясь граничными условиями для $;, получим 


1 х 
0 


\ [ру У \ (9—1) 4 ] 9:42 + 9 [Ру, (0) - 99 (0)] — 
0 


ее рыл] п. 


Й от 


откуда вытекает 
г 


ру’ ау- \ (ту—1)92=С, 
0 


[ру, + 9% х=0=С, 
1 


0 
Первое из этих соотношёний показывает, что у есть решение урав- 
нения, а из сравнения первого с другими следует 
у’ (0) =’ (0), у (1) =у, (1, 
и в силу разложения для уи у,, сходящихся при х=0,1. Функция 


у Удовлетворяет граничным условиям. 
Чтобы завершить доказательство, надо еще установить сходимость 


ряда (19). Имеем 
Аз, = [рфф; | 99 — ФЕФк]х=0 — [РФкф; + Чф:Фь - Ф:Фьк=0 Е 
1 


—- \ [49:Фь — го:Фь] ах. 
9 
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Доказательство сходимости ряда протекает вполне аналогично тому, 
как это делалось в $ 1, только надо иметь в виду граничные условия 
для функций ф;, а также, что выражение вида 


1 


су (0+ Ка) 14 


0 
есть коэффициент Фурье функции, равной С при х=0, К при х=1 
и } (1) при О<х< 1. 


$ 3. Задача Дирихле для уравнений эллиптического типа 


Рассмотрим в области О пространства п измерений 2(7,,...,%,) 
уравнение эллиптического типа 


Е (и) = ор Ри. т +54 = + Ви =] (Ри =Ры), (27) 


коэффициенты А;, В которого зависят линейно от параметра ^, при 
граничном условии 


и=0 (28) 


на границе Г области Л. 

Коэффициенты уравнения (27) будут предполагаться непрерывными 
и имеющими достаточно большое число частных производных по х;› 
а граница области О) имеющей непрерывную кривизну. В силу эллип- 
тичности уравнения, квадратичная форма 


р Ра ть (29) 


положительна, и мы будем предполагать, что она не вырождается и на 
границе Г области ДР. 


Уравнение (27) будем в дальнейшем записывать в следующем виде: 


Г (и) = - 26: Рада + Хи 5 =}, (30) 
(8) 
а =а; + Ха, ПА ь } ^6;. 
Пусть 
Заз Фо ++ - > Физ > + (31) 


система функций, имеющих непрерывные вторые производные и удов- 
летворяющих граничному условию. Так же как и в случае обыкновен- 
ного уравнения, метод Галеркина состоит в отыскании приближений 
для решения задачи в виде 


т 
— х Фа, (32) 
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т 3 т у 
причем константы у” определяются из системы уравнений 


\ (2 @„)— Эваз=0. (33) 
(2) 
Предположим, что функции (31) удовлетворяют следующему усло- 
вию С. Какова бы ни была функция Ф(х,,...,х,) с интегрируемым 
квадратом градиента 


\ ‚ эгаЯ Ф | 45 < с, 
(0) 
обращающаяся в нуль на границе Г, существует последовательность 
линейных комбинаций Ф„, из функций (31), градиенты которых сходятся 
в среднем к градиенту Ф, 
та \ |2гаа(Ф —Ф„)|*4==0. (34) 
7п—со 
Тогда собственные значения уравнения (30) получаются предельным 
переходом из собственных значений системы (33), а градиенты функций 
(32) сходятся в среднем к градиенту решения уравнения (30). 
Заметим, что условие С эквивалентно следующему требованию: 
Система векторных полей, составленная из 
а) градиентов функций ©, 
Ь) всех векторов вида 
Р=0- (=), В, Р,= — 


) 


с) градиентов всех гармонических полиномов, 
полна в пространстве векторных полей Р(Р,, Р,,...,Р,) с рас- 
стоянием 


7% 
›(Р’, Р)=\ У|Р:-РИ* аз. 
(6) &=1 
При доказательстве высказанного предложения можно предполагать, 
что градиенты системы функций (31) ортогонализированы в следующем 
смысле 


‚ дт 98) ="? 35 
№ Рак дж; ^ дли Я 0, т = у. (35) 


Для всякого вектора Р можно построить коэффициенты Фурье по 

формулам 
1 9: ор 

Ут = \ У РР; 9 ^ (5. (36) 


В 
7) 


Если вектор Р есть градиент функции, обращающейся в нуль на 
границе О), или аппроксимируется в среднем градиентами таких функ- 
ций, то имеет место, в смысле сходимости в среднем, равенство 


Р= У у втаао. (37) 


11 
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Необходимым и достаточным условием сходимости в среднем ряда 
(37) к некоторому вектору указанного типа является сходимость ряда 


Уул*. 


Вместе с рядом (37) мы будем рассматривать также ряд 
Хи: (38) 
1=1 


Из сходимости в среднем ряда м |у;| ° следует сходимость в среднем 


ряда (38). В самом деле, обозначая через [, отрезок параллельный оси 
т,, соединяющий точку 5 с контуром Г, и имея в виду, что $; обра- 
щается в нуль на Г, имеем 


| У ую; В Уи аа,| < Из: Уи 


1% 
где с—диаметр области ДО. 
Поэтому 


ах, 


\ | Хууж;| 4 =2 \ | Хиивтаа +; | '4=, 


(р) (р) 
имея в виду, что 
№ Равбйь > Ё > 8: 
„Е (2) 
и в силу ортогональности градиентов $;, 
\ | Хуж; = \ Хр их у наз < У. (39) 
(2) (2) ъ (1) (9) 
Из этого неравенства непосредственно следует сходимость в среднем 
ряда (38). 
Из (39) также следует, что из сходимости в среднем последователь- 
ности 


Ре") = У) у" зга@ $; (40) 
вытекает сходимость в среднем последовательности 
9т= У уз; (41) 


Нам понадобится еще следующее утверждение: если последователь- 
ность (40) слабо сходится к нулю, то и последовательность (44) схо- 
дится слабо к нулю. Слабая сходимость (40) к нулю означает, что 
ограничены нормы 

(т) | 
УР” аз 
(2) (8) 
и для любого вектора О с ограниченной нормой 
Ци (У. 0:27 42 =0. 


ме (2) 
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(39) следует ограниченность норм функций ф„; поэтому для 
установления слабой сходимости (41) надо только показать, что для 
всякой функции $ с интегрируемым квадратом 


1 \ 2%, 42=0. (42) 


т 


Очевидно, что (42) достаточно установить для непрерывных функ- 
цмй с. Переходя к пределу в равенстве 


р Г 


где 


© \ 5 (%,, Т,-.., Жи) ат, 


тюлучим 


ОЕ а — \ ВС ах, 


= _-> 


откуда следует равенство (42). 
Рассмотрим уравнение 


<! @ 20] р 
Е (43) 
(2) (А) 


ВЗ силу предположений, сделанных относительно коэффициента р;», 
существует функция Грина для уравнения (43), с помощью которой 
решение уравнения записывается в виде 


а \ С(&. ЭР. (44) 
1) 
Формула (44) дает решенме задачи Дирихле для уравнения (43), эсли 
функция /(5) удовлетворяет условию Нб@ет`а 


а о в Е 


375 =’ и 


тде |&'{"] — расстояние между точками $’, &". В частности (44) удовлет- 
зоряет уравнению (43), если функция Ё(5) имеет ограниченные частные 
производные. 

Из известных свойств функции Грина вытекает, что она сама и ее 
застные производные могут быть записаны в виде 


=. = (а) 
с 29 
[45| 
Я __ ©) 
к; "АЕ т . 
где а.о, — равномерно непрерывные функции переменных д; и & 


в области Р. 
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Нам понадобится дальше следующее предложение. 
Если функция К (2) суммируема в степени 9—1, то выражение (44), 
а также 
ар а те 
О; == Е Е (&) а; (15) 
рН 


" 


определены почти всюду. причем при р = —54 функция |? сум- 


п 
мнруема, а при р. 


19 функция |(; |? суммируема и 


бах < С, | юаж | бдеах = С, \ Е». 


Г у Г Г 
Это предложение непосредственно следует из следующей леммы: 
п т р 
ЛЕММА. ЛШусть < <п, 9 >19 5р<- 9, Функиия Ё ($) определена 


и положительна в области О) и | Е Ч суммируема и А(4) — подобласть 
р. зависящая от точки т, диаметр которой не превосходит 8. 
Тогда функиия 


Г) = Це, ра (46) 
А(х) : 
конечна почти всюду в ри 
С и вам (в 5) = — 
\ аа бя (иен) (47) 
в ь 


где С — константа, зависящая от чисел я. а, р,п. 

Установим сначала неравенство (47) для ограниченной функ- 
ини Р (2). 

В этом случае /(2) всюду конечна. В силу одной теоремы Рисса С) 
функция 


С а 
о УЖЕ 
Ь 
есть логарифмически выпуклая функция переменных а те 
ру 9 


в треугольнике 0 =: 9-=-В, 0-58: 1. т.е. при ОЕ Ца! я, (1—0) 
3=8--8, (1--2) имеем 
6 (=, 8): б' (а... С-В (а, 3). 


Вычисляя пределы средних при 2х ==3 = 0. получим 
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где (`, зависит только от п и %. С другой стороны, в силу неравенства 
Но! 4е’а, при вр < п 


ое ОЖ 


А(х) 
поэтому 
о а | 
Е 
) х р А(х) 
1 ИХ 
ее Бо ее 
\ | ”) => з \ ет 


где (, зависит только от п, р и 4. Полученное неравенство дает 


к 1 
В силу логарифмической выпуклости С, при 0 =: -—--=1, — 2:2 
9 
1 1 1 1 ь 1 
ы 1 + и ава у > р 
с 00" (4 1) ей бо. у 
< г м 2 


1 
Правая часть этого неравенства конечна, так как о 7 <п н, сиедова- 


тельно. (47) доказано для ограниченной ГР (5). 

Пусть теперь К (5) — функция с суммируемой 9-ой степенью. Построим 
возрастающую последовательность ограниченных функций Г’, ($), схо- 
дящуюся в среднем степени 4 к Ё (<). 

В гилу теоремы Лебега, 

Г (2) = Ит У, (х). 
7И—>ос 
Так как последовательность /р„ возрастает, неравенство (47) для Р 
получается иредельным переходом из соответствующего неравенства 
для Ё,„. В частности, отсюда вытекает, что функция /» (т) почти всюду 
конечна. 
Обратимся теперь к рассмотрению системы уравнений (33). 
Имея в виду ортогональность функций $; (35) и в силу формулы Грина 


А 9 Л ии \ ы _ ди. _д5 Ц 
\“ ды дг; (3 Рак ` Эте 4х \ Ра ПЕР 2 ат. 
В В 


имекицей место для всякой функции и, удовлетворяющей соотношению 
(28). систему уравнений (33) запишем в виде 


чи 


у"? = —> АН (48) 


они 
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где 


(19) 
Система (39) является усечением бесконечной системы 
дак А д | 
11; —- я АУ, = (7 == й. ре 5% (50) 
й 
Расемотрим преобразование в гильбертовом пространстве 
со 
д я 
а > Азы (51) 
5—1 
м — 
и докалем, что при Мио и 
«В част. 2 
= Мо = № (52) 
Й 


мз (51) следует, что У; есть Ре Фурье вектора 


А (5 ан, 55% —/) 4х. (53) 


9.2} 


13 саме» деле, полагая 


= и 9а р а, Е: , Ви ее Е 
у 9, 
я 


р 7 
ИЕ 9 Ти 
(и У "у (5+) У 
р == у; — 8 У:о;. 
= Уи, и” Уе 
| 1 


В силу формулы Грина получим 


$ > 9} = //= 
ИА Ура а — \ ФА (К) = 
р з 
1, к р 


т 


= (Уи -ны Руа Хань 


р) | 


В силу доказанной леммы из сходимости в среднем рядов (52). выте- 


‚ следовательно, У""? сходится 


к коэффициенту Фурье вектора (’;. Заметим, что в смысле сходимости 
в среднем 


ый 
кает сходимость в среднем к би 


так как (И; приближается в среднем векторами о являющимися 
градиентами непрерывных функций, обращающихся в нуль на границе 0. 

Докажем теперь, что коэффициенты Фурье градиента решения урав- 
нения (30) дают решение со еходящейся суммой квадратов системы (50) 
и, обратно, всякому решению системы (20) со сходящейся суммой квад- 
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ратов соответствуют решению уравнения (30), градиент которого опре- 
деляется формулой 


ста и = У у; ста4 х;. 
Пусть и — решение (30). Тогда в смысле сходимости в среднем 
{. = $; ©: ОР Ч ь ь Ге 
и—= ду»  зтааи— >, уузгай ф;. 
Решение и удовлетворяет соотношениям 
\ [2 (4) — Не; ах =0, 
Ь 
а применяя формулу Грина, получим 
< ди 9%; ( в] ди ) Е 
\ [Ур — © О ф1 ] 4 =0; 
ОА СЬ 
подставляя сюда сходящиеся в среднем разложения и, ога и, убедимся, 
что у; удовлетворяют системе уравнений (50). 
Обратно, если у; есть решение системы (50) со сходящейся суммой 


квадратов, то, в силу того, что преобразование (51} равносильно (53) 
а также полагая 


че 
= Ху, и = р у 


получаем почти всюду 


` т 1 — 
и; = — м аи; + —/) Чт; 54) 


ны 


аналогично докажем, что почти веюду 


ис (У аи — Г) 4. (55) 
Ь 


Функции |и", |и;|° интегрируемы, поэтому Ё = Ура, и —] имеет 
также интегрируемый квадрат. Из сделанного выше замечания следует, 
что как и, так и и; интегрируемы в степени р, =. Применяя 
повторно это предложение. убедимся, что как и, так и и,;, а следова- 
тельно, и функция Г интегрируемы в степени р, > в к 


Но тогда, в силу неравенства Но!ег’а 
1 


Ж а ) р 
| м; | = а т мя 
р 
1 


1 
|| < =С ср ав) › к ера)" 
р 7й 


—— = 


< п, заключаем, что и и и, ограничены. 


Имея в виду, что 


Теперь из (54) следует, что и; непрерывны, удовлетворяют условию 
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Но14ег’а с любым дробным показателем и равны производным от и. 
В сылу этого Р непрерывна и удовлетворяет условию Нб!4ег’а, а поэтому 
п удовлетворяет уравнению (30) и граничному условию (28). 

Из доказанной эквивалентности ‘задачи Дирихле для уравнения (30) 
и системы (50), в частности, следует совпадение собственных значений 
для системы (50) и уравнения (30). 

\Мы докажем теперь, что собственные значения системы (50) и его 
решения получаются п переходом от системы (48}, причем 


Во > [у — у = 0. 
НИ 5 
Отеюда, очевидно, судет следовать высказанное выше предложение о ме- 
тоде Галеркина. 
Для установления отих свойств системы (50) достаточно показать, 
что преобразование (54) вполне непрерывно *, т. е. что из слабой ихо- 


ДИО У ое К ВЮ 


со 
И а: 
7п>со ие 

т 


следует сильная сходимость к нулю последовательности И 


со 
Нш У УР 0. 
Чи: со р 1 


(т > 
Числа У; > определяются как коэффициенты Фурье вектора и опре- 
деленного формулой (53), поэтому нам достаточно доказать, что из 


слабой сходимости к нулю функций ГР» (=), 


^ 


Вт | рано, ЦЕ, < м, (55) 


<. Ь Ю 
следует сходимость в среднем к нулю векторов 


(тп) дС 
и \ 5 и (&) 4. 
р 
Чтобы это усмотреть, сделаем прежде всего следующее замечание. 
Если функция Н (т, &) равномерно непрерывна. когда хи Ё имо- 
няются в О, то из (56) следует равномерная сходимость к нулю функций 


пи (г) = \ Не, ЭР, (9. 
р 


* Легко убедиться, #что в случае уравнений с частными производнылие ряд 


У| Аз, вообще говоря, уже не будет сходящимся. Для этого достаточно рассмитреть 
уравнение 


в нвадрате 0 < т, у < хи систему приближающих функций 


4 п лх. вт тт 


12 п? та _ 
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В самом деле, при любом Е область ОР можно разбить на конечное 
число частей Д, так, чтобы для точки & лежащей в 0., удовлетво- 
рялось неравенство 


РЕ оу браке "ЗЫ Ы (8) 


где $, — фиксированная точка Д.. Тогда 


оне еттанне 
} | 


() ТЫ, 
г вр \ у Г 
(=) В. 


и так как ДР. не зависит от х, это показывает равномерную сходимость 
#« к нулю. 

В силу свойства функции Грина С (х, &), отмеченных выше, мы можем 
ее производные представить в виде 


96 _ 


причем слагаемые 3; (5, &) равномерно непрерывны при изменении х, 
в области О, а первые слагаемые удовлетворяют неравенствам 


и обращаются в нуль при 
121 >86, 
где 5 сколь угодно мало. Тогда 


= (о, Би + \ В, ЭРЫ (0. 


ИИ) 


Первые слагаемые этих выражений (/“" (1) в силу нашей леммы удо- 
влетворяют неравенствам 


й. следовательно, 


ое: Раз == (С.243)* 
р 
Вторые слагаемые, в силу слабой сходимости к нуяю последователь- 
ности ГР» (2) и равномерной непрерывности ядер В;(х, &}, равномерно 
сходятся к нулю. 
Так как 2 может быть выбрано как угодно малым, это доказывает 
(т) : 
сильную сходимость И” к нулю. 


Поступило 
ЗЕ И 1942. 
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